Rendszeroptimalizdlas vizsgatételek (2015/2016. méasodik félév)

Marussy Kristof

2016. junius 12.

Linearis programozas

1. Az optimalis hozzarendelés problémé&ja, Egervary algoritmusa.

- 1.1.

példa: egy cég szamos megrendelést kap kiillonboz6 ,egyszemélyes”, egyforma idé alatt

elvégezhetd munkdk elvégzésére

- 1.2,

kimutatast készitiink arrél, hogy melyik dolgozé melyik munkat tudja elvégezni
cél a profit maximalizdldsa (leheté legtobb munka elvégzése)
algoritmus: ,,magyar moédszer”
INPUT: G = (F, L; E) paros graf
OuTtpPUT: M C G egy maximalis méretll parositas
induljunk ki egy tetszéleges (pl. az tires) M péarositasbol
alterndlo ut = parositatlan F-beli csticsbdl indul, V méasodik éle az M-hez tartozik
° javito ut = olyan alternal6 ut, ami parositatlan L-beli pontban ér véget
amig taldlunk J javitéutat (pl. szélességi kereséssel) = M < M —(JNM)U(J—M)

. tétel: a ,magyar modszer” valéban maximalis parositast talal G-ben

bizonyitds: M := a péarositas, amit az algoritmus megtaldlt

Fy:=F—M,az M altal le nem fedett F-beli pontok halmaza,

Lo = az F}-bdl alternal6 uton elérhet6 pontok halmaza,

F5 :=az Ls-beli pontok M szerinti parjai,

L3 = az F}-bol alternalé tton nem elérheté L-beli pontok halmaza,
F5:=az Ls-beli pontok M szerinti parjai,

Ly :=L—M,az M A&ltal le nem fedett L-beli pontok halmaza

vegyiik észre, hogy G-ben nem vezethet FyUFy és Ly U Lg kozott él
F Fy
L1 | 1 hosszu javité 0t lenne > 3 hosszu javito ut lenne

L3 | az Ls-beli cstics 1 hosszu alternild | az Ls-beli cstics > 3 hosszu alternald
uton elérhetd lenne, azaz Lo-beli uton elérhetd lenne, azaz Lo-beli

FyUF5 ¥V szomszédja Lo-beli, LoU F3 egy lefogd ponthalmaz

mivel épp |M| = |LaUF3|, M valéban maximélis méret{i [ |

. probléma: optimalis hozzarendelés

INPUT: G = (F, L; F) péaros graf, w: F — R silyfiiggvény

OutpuT: M C G pérositas gy, hogy > .cps w(e) maximalis

az optimalis hozzarendelés megoldhaté maximalis silyd teljes parositas keresésével
° ha |F| #|L|, adjunk G-hez annyi csicsot, hogy egyenl6ek legyenek
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- 1.5.

w(e), hae€kF,
0, hae¢ E
° G' egy M’ maximalis stlyt teljes parositasa a G maximalis silyi parositasa az B’ — E

° legyen G’ = (F, L; E') teljes paros graf (E' = F x L), w'(e) :== {

élek elhagyasa utan
° (G maximadlis stlyt M péarositdsahoz megfeleld E' — E éleket hozzévéve G maximalis
sulyu teljes parositasat kapjuk
definicié: a ¢: FUL — R fiiggvény cimkézés a G = (F, L; E') paros grafra és a w: E — R

sulyfiiggvényre nézve, ha Ve = {z,y} € E: c(x)+c(y) > w(e)

- 1.6.

lemma: a w sulyfiiggvénnyel silyozott G = (F, L; E) paros graf tetszéleges M teljes parosi-

tasara és tetszéleges ¢ cimkézésére igaz, hogy > .cprw(e) <> ,cpur c(v)

V csucs legfeljebb
1-szer szerepel M-ben

bizonyitds: Z w(e) < Z c(f)+e(l) < Z c(f) +Z c(l) = Z c(v) [ ]
eeM e={fleM feF leL veEFUL

1.7. definicié: a G graf e = {x,y} éle piros, ha c(z)+c(y) = w(e)

1.8. kovetkezmény: ha az M teljes parositds V éle piros valamely ¢ cimkézésre nézve,

akkor M maximalis silyu teljes parositéas

. algoritmus: Egervary algoritmusa

INPUT: G = (F, L; F) paros graf, w: F — R silyfiiggvény
OutpuT: M C G teljes parositas ugy, hogy > .cir w(e) maximalis
MaXyer, (vy}eE w(v,y), haverF,
, havel
1. 1épés: a javito utas algoritmussal keresstink bévitsiik M-et maximalis élszAmu parositassa

0. 1épés: legyen M =), c(v) =

a piros részgrafban
° ha M most mér teljes = STOP, M a keresett parositas, c a keresett cimkézés, w(M)=

=c(M)
2. 1épés: § = min{c(z)+c(y) —w({z,y}) | {z,y} € E,x € FHUFy,y € L1UL3}
c(v)—4, haveFUF,,
° &llitsuk elé a ¢(v) <= { ¢(v)+4, have Lo, 4j cimkézést, majd GOTO 1.

c(v) have FsUL{UL3

— 1.10. tétel: Egervary algortimusa O(n?e) lépésben maximalis stlyt teljes parositast allit els

bizonyitds: a 0. 1épésben megadott ¢ valoban cimkézés
a 2. 1épésben ¢ kiszamitasahoz valéban van él F1 U Fy és L1 U L3 kozott

° ha nem lenne, N(FyUF,) = Loy

° |F{UF,| > |Fy| = |Lo| miatt ekkor nem teljesiil a Hall-feltétel == 7 teljes parositas!
a 2. 1épés utan is cimkézés marad c

° csak az F1UF; és LU Lz kozott vezetd élekre csokken c(x) +c(y)

Fy Fy Fy
L; | =9 (nem lehet piros) | —d (nem lehet piros) 0
Lo —0+4 —0+4 +9 (piros eltiinhet)
L3 | =6 (nem lehet piros) | —d (nem lehet piros) 0

° ¢ definicigja garantédlja, hogy tovabbra is c¢(z)+c(y) > w({x, y})
M élei a 2. 1épés utéan is pirosak
° csak x € Fy, y € Ly élek szinezédhetnek vissza (itt nétt c(z)+c(y))
° ezek nem lehetnek M élei, mert F3 parja Ls, Lo parja Iy
° tovabbra is van Fi-bdl piros alternalé Ut Lo cstcsaiba
egy iteraciéban vagy M, vagy Lo elemszdma nd
° O(n) lépés utan M elemszama mindenképp né, mert ekkorra mar Ly lefedné L-t
° O(n?) iterdciéban M maximélis parositas lesz
° ezért O(n?e) idében az algoritmus véget ér [ |



3. TETEL

2. A linearis programozas alapfeladata, kétvaltozés feladat grafikus megoldasa. Linedris egyenlét-
lenségrendszer megoldasa Fourier — Motzkin eliminaciéval.

— legyen A € R™*" € R™ be R™, c € R" = linedris program

2.1.

definicié: linerdsi programozds alapfeladata: ming{cx : Az < b}

kétdimenziés feladat megoldasa

az p1r1+poxs > k alakn feltétel piax1 + poxs = k egyenese két félsikra bontja a sikot

° a > jelnek megfelel6 félsikok metszete adja megengedett megoldasok tartomanyat
ha ¢ = (q1,92) = q171+ 222 = 0-val padrhuzamos egyeneseket hizunk

° minden egyenesre kiszamitjuk a célfiiggvény értékét

° a maximumbhely a legnagyobb egyenes és a félsikok metszetének kozos pontja
altalanositas: hipersikok altal hatarolt poliéder

ekvivalens atalakitasok

2.2.

egyenlGtlenség megszorzdsa pozitiv szdmmal
két egyenlOtlenség Osszegének hozzavétele az egyenlGtlenségrendszerhez
nem ekvivalens: szorzas negativ szammal
algoritmus: Fourier - Motzkin eliminécié
n valtozos linedris program visszavezetése egy n—1 valtozos A*, b* linearis programra
végiil 1 valtozos linearis program megoldasa
(A|b) bévitett egyiitthaté matrix
° sgorozzuk pozitiv szamokkal a sorokat, hogy az 1. oszlopban csak —1,0,1 legyen
legyen I, J, K rendre az 1-gyel, —1-gyel és 0-val kezd6d6 sorok indexeinek halmaza
RIKIX™ 5 (Ag|bg) = (A]b) 0-val kezd8d6 sorai az elsé oszlop elhagyaséval
Az < b egy megoldasa x = (\, z) alaki = Apz < by = mikor van megfelel6 A?
ha J = (nincs —1-gyel kezdddé sor)
°Viel: A a;x <bj = X <min;csb; —a;x, ami mindig kielégithetd
° A* b* = az A-b6l és b-bél az i € I indexti sorok elhagyasaval kapott rendszer
ha I = (nincs 1-gyel kezd8d§ sor)
°VjeJ:=A+ajr <b; = \>maxjesa;T—b;, ami mindig kielégithetd
o A* b* = az A-bdl és b-bél az j € J indexii sorok elhagyaséval kapott rendszer
haI#0és J#0 = Viel: A +a;z<bjésVjeJ: —A+a;z<b,
oviel,jeJ:az—bj<AN<bj—a;7 = Vi€l jeJ:(a;+a;)z <b+b,
o A* b*=az A és b-bSl i €I és j € J indexfi sorait az 6sszes lehetséges médon Ssszeadjuk,
a k € K indexili sorokat hozzavessziik és a csupa 0 els6 oszlopot elhagyjuk
egyvaltozds rendszer megoldasa
° ha dk € K : b, <0 = a rendszer nem megoldhato
° ha maxjey —b; > min;cs b; = a rendszer nem megoldhato
° egyébként = x1 € [max; e —b;, min;e; b;| megoldds [ |

3. Farkas-lemma (két alakban). A linedris program célfiiggvénye feliilr6l korlatossaganak feltételei.

— 3.1. lemma: Farkas-lemma, 1. alak

tetszOleges A és b esetén az alabbi két rendszer koziil pontosan egynek van megoldésa:

(1) Az<b  (2)yA=0,y>0,yb<0

— bizonyitas: (1) megoldhaté = (2) nem megoldhaté

0=0x = (yA)x = y(Ax) < yb <0, ellentmondas

— (1) nem megoldhaté = (2) megoldhaté

alkalmazzuk a Fourier — Motzkin eliminéciét az (1) egyenletrendszerre
a feltevés szerint a kapott egyvaltozos (A*|b*) rendszer nem megoldhaté
° ha van (0|53), S <0 sor
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* 3 (A]b) sorainak olyan nemnegativ y egyiitthatds lin. kombindcidja, hogy
y(Alb) =(0,0,...,0|8) = y kielégiti (2)-t
° ha van (-1, §;) és (1, 5;) sor ugy, hogy —f; > ;i = =i+ <0
* Jy; > 0:y;(Alb) =(0,0,...,0,—1|8;) és Fy; > 0:y;(A]b) = (0,0,...,0,1|5;)
* ekkor y =y;+y; >0, y(A4]b) = (0,0,...,0|5) = y kielégiti (2)-t [ ]
— 3.2. lemma: Farkas-lemma, 2. alak
* tetszOleges A és b esetén az alabbi két rendszer koziil pontosan egynek van megoldésa:
(1) Ax=0,2>0 (2) yA>0,yb<0
* bizonyitds: (1) megoldhaté = (2) nem megoldhaté
° 0< (yA)x =y(Ax) = yb <0, ellentmondas
* (2) nem megoldhaté = (1) megoldhaté
° vizsgaljuk az ekvivalens y(—A) <0, yb = —1 < 0 rendszert
tomor alakban (—Ab|—b)Ty < (0,0,...,0,—1,1)T
° a lemma 1. alakja szerint 3z : 2(—A[b| —b)T = 0,2 >0,2(0,0,...,0,—1,1)T <0
° legyen z = (z|\,u) = —Ax+A—p)b=0,z>0, \, x>0, = A4+ <0
° ekkor AyTo =bés A—p >0 miatt y= >0 = 32 kielégiti (1)-et [ |
— 3.3. tétel: ha Ax < b megoldhatd, c tetszéleges = az alabbi allitasok ekvivalensek
* (1) az Ax < b megolddshalmazan cz feliilrél korldtos
* (2) nincs megoldasa az Az <0, cz > 0 rendszernek
* (3) van megoldasa az yA = ¢, y > 0 rendszernek
* bizonyitdas: (1) = (2), legyen zo (1) egy megoldasa és indir. tth. z (2) egy megoldédsa
° ekkor A(zg+Az) <b, de A >0 esetén c(xo+ Az) = cxo+ Acz tetszlegesen nagy
° cx nem feliilrdl korlatos = ellentmondas
* (2) = (3), tekintsiik a (nem megoldhaté) z(—A)T >0, z(—c) < 0 rendszert
° a Farkas-lemma 2. alakja szerint Jy: (—A)Ty = —c,y >0
o (-A)Ty=—c= ATy =yA =c = ez az y épp kielégiti a (3)-as rendszert

* (3) = (1), legyen y a (3)-as rendszer egy megoldasa
y>0,Ax<b
°ccx=(yA)xr=y(Az) <  yb= yba cx egy fels6 korlatja |

o

4. A linedris programozas dualitdstétele (két alakban). A linedris programozas alapfeladatanak
bonyolultsdga (biz. nélkiil).

— 4.1. tétel: a linearis programozas dualitastétele
* ha max{cx : Ax <b} (primal) program megoldhat6 és feliilr6l korlatos, akkor
° (1) min{yb: yA =c,y > 0} (duélis) program megoldhaté és alulrdl korlétos
° (2) a primél programnak 3 maximuma és a dudlis programnak 3 minimuma
° (3) max{cr: Ax <b} =min{yb: yA=c,y >0}
— 4.2. lemma: legyen Az < b megoldhaté, t € R, de Ax <b, cx >t nem megoldhatd
* ekkor a yA =c¢, y >0, yb <t rendszer megoldhato
* bizonyitds: alkalmazzuk a Farkas-lemmat a (A| —c)z < (b| —t)-re, y == (y|\)
°o GA—Ae=0,5>0,A>0, gb—At <0
7>0,Az<b

°had=0=0=0z=(yAd)z=y(Az) <  yb< 0 = lehetetlen
° ezek szerint y = % létezik, yA=rc, y >0, yb<t |
— a 4.1. tétel bizonyitasa:
* (1): mar belattuk a ,,3 kalickas tétel” (3.3. tétel) (1) <= (3) eseténél
° cx < yb miatt cx feliilrdl, yb alulrdl korlatos
* (2), primél &llitds: legyen ¢ = sup{cz : Az < b}
° indir. tfh. Az : Az <b, (t >) cx >t = alkalmazzuk a 4.2. lemmét
° Jy:yA=c,y>0,yb<t = y a dudlis egy megoldasa
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° t =sup{cz: Az < b} <yb<t = ellentmondis = 3 primal megoldés, hogy cx >t
° igy a szuprémum egyben maximum kell legyen
* (2), dualis allitds: min{yb: yA =c,y >0} = —max{—by: ATy <¢c,—ATy < —c,—y <0}
° alkalmazzuk a primal allitast a dualisra, mint primal feladatra
* (3): indir. tth. 3t : max{cx : Ax <b} <t <min{yb: yA =c,y > 0}
° aa 4.2. lemma szerint Jy: yA=c,y>0,yb <t
° t<min{yb: yA=c,y >0} <yb <t = ellentmondés |
— 4.3. tétel: a linearis programozas dualitastétele, ekvivalens alak
* ha max{cx: Az < b,z > 0} (primdl) program megoldhat6 és feliilr6l korldtos, akkor
° (1) min{yb: yA > c,y > 0} (dudlis) program megoldhaté és alulrdl korlétos
° (2) a primél programnak 3 maximuma és a dudlis programnak 3 minimuma
° (3) max{cx: Ax <b,x >0} =min{yb: yA > ¢,y > 0}
* bizonyitdas: max{cx : (A|—I)z < (b|0)} dudlisa min{y(b|0) : y(A|—1) =0,y >0}
° legyen y = (y1]y2) = min{y1b: y1A—y2 =0,y1 > 0,2 > 0}
° y1A=1yy >0 = a dudlis valéban min{y1b:y; A > 0,y; > 0} alaka [ |
— linearis programozas bonyolultsidga
* dontési probléma,
° INPUT: A matrix, b és ¢ vektorok, t € R
° QUTPUT: van-e olyan x vektor, melyre Ax <b, cx >t
* NP-beli — tanu a feltételeket kielégité x
* co-NP-beli — a dualitéstétel szerint tant egy yA=c¢, y >0, (cx <) yb < t vektor
* 1947 (Dantzig): szimplez-mddszer
° nem polinomialis futasidejii, de a gyakorlatban gyors
* 1979 (Hacsijan): ellipszoid-mddszer
° polinomidlis futdsidejii = bizonyitja, hogy a feladat P-ben van
° gyakorlatban a szimplex sokkal hatékonyabb
* 1984 (Karmarkar): polinomidlis és a gyakorlatban is hasznalhaté6 médszer

5. Egészértékli programozas: a feladat bonyolultsdga, korlatozas és szétvalasztas (Branch and
Bound). Totalisan unimoduldris métrix fogalma, példék. Egészértékii programozés totdlisan uni-
moduldris egylitthatéméatrixszal (biz. nélkil).

— 5.1. definicid: egészértéki programozds alapfeladata: max,{cx : Az < b, x egész} (IP)
* dudlisa min,{yb:yA=c,y >0,y egész} (DIP)
* max;p < maxyp =minpyp < maxp;p = allhat < is, nincs altaldnos dualitastétel
— egészértékll programozas bonyolultsiaga
* dontési probléma
° INPUT: A matrix, b és ¢ vektorok, t € R
° OQUTPUT: van-e olyan x egészértéki vektor, melyre Ax <b, cx >t
* NP-beli — tant a feltételeket kielégito x
* dualitastétel hidnyaban a co-NP beliség nem lathaté be
* 5.2. tétel: az egészértéki linedris programozas NP-teljes
° bizonyitds: azt mar lattuk, hogy IP € NP
° adunk egy MAXFTLN < IP Karp-redukciét (MAXFTLN NP-teljes)
a G=(V,E) graf V¥ v; csicséhoz vegytink fel egy x; € Z, —x; <0, x; < 1 valtozdt
* ha v; € F a fiiggetlen ponthalmaz eleme, x; = 1, egyébként x; =0
Ve = {v;,vj} € E élre vegyiik még fel az x; +x; <1 feltételt
a célfiiggvény >°, oy x; = |F| = c=(1,1,...,1)
° r maximumhely <= F C F a G maximalis fiiggetlen ponthalmaza

o

o

o
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- 5.3.

— 5.5.

* F fliggetlen, mert z;+x; <1 = {v;,v;} € E legfeljebb egyik vége lehet F-beli
* ha F' C E fuggetlen, |F'| > |F| = 2’ megoldés, cz’ > cx
* x nem lehet maximumhely = ellentmondas |
° hasonlé 3-SAT < IP redukciét is lehet adni (0-1 valtozdk, termek — feltételek)
algoritmus: Branch and Bound max{cz: Ax <b, f <z <g; f, g,z egész} problémara
(IP) feladat szétvigdsa (IP) és (IP)” feladatokra
° valasztunk egy x; eldgazdsi vdltozét és f; <t < g; kozbiils6 értéket
° az Gj problémék (IP)": (IP) U g} =t és (IP)": (IP) U f/ =t
részproblémak £ = {(IPW) = (f@ ¢® @) .5 =1,2 ...} listdjat tartjuk karban, ahol
max (IP(®)) < ()
¥ az eddig megtalalt legjobb megoldas, z* = cx™* a hozza tartozé fiiggvényérték
0. 1épés: L+ {(f,g,00)}, z* = —00, z* nem definialt
1. lépés: ha £ = = STOP, egyébként valasszunk egy (IP(")-t és toroljitk £-b6l
2. 1épés: ha w® < z* = nem lehet jobb megoldds, mint az eddigi, GOTO 1.
3. 1épés: oldjuk meg az (IP®))-nek megfelels (LP(®) relaxalt LP feladatot
° ha 3 megoldds => GOTO 1., egyébként legyen () a megoldas és cax() = z(?)
4. 1épés
° (4a) ha 2z < 2* = GOTO 1., f® <z < g()-ben mar nincs jobb megoldas
(4b) ha 2() > 2* és () egész vektor = z* + 2, 2* « 2() GOTO 1.
(4¢c) ha 2z > 2* de () nem egész vektor
* vagjuk két részre az (IP()) problémét valamely z; eligazdsi valtozé mentén
* L LU{(fO g 2@ (O g7 D)} GOTO 1.
5.4. tétel: a B&B véges sok 1épésben ledll és megtaldlja (IP) optimumat
° bizonyitds: f és g egész = véges sok részprobléma van = véges sok 1épés
° indir. tfth. az eljaras leallt, de z* < zg, ahol zy = max (IP)
° az algoritmus futasa kdzben mindig volt olyan (IP(i)) € L, hogy zp = max (IP(i))
* kezdetben ez maga (IP)
* 29 <w® < 2* < 7y ellentmondéds = (IP®) mindig eljut a 4. 1épésig
* (4a) nem teljesiilhet, mert zp < 20 < 2% < 2o ellentmondés
* (4b) utan z* = 20 = 24 lesz => 2y = 2* < 20 ellentmondéas
* (4¢)-ben (IPM™) végésa utén zg = max (IP®) vagy zy = max (IP(®))”
° L sosem lesz iires = az algoritmus nem all le = ellentmondas |
branch and bound fa: (IP) a gyokér, (IP()) gyerekei (IP(®)’ és (IP("))”
heurisztika (IP()) valasztésara
° LIFO, ha az (IP®) a 3. lépésben utoljéra vizsgalt probléma fia
* inkrementalis megoldas dudl szimplex mddszerrel

o

[e)

o egyébként valasszuk azt a problémét, amire w(® maximalis
heurisztika az x; eldgazdsi valtozé és t valasztasara

° xj az valtozd, aminek az {ZEEZ)} tortrésze legkdzelebb van 3-hez, t + {:cgl)J
a gyakorlatban még a heurisztikdkkal sem mindig alkalmas nagy problémékhoz
definicié: B € R¥**¥ az A matrix négyzetes részmdtriza, ha A tetszéleges k soranak és k

oszlopanak keresztezOdései hatarozzak meg

- 5.6.

- 5.8.

definicié: A totdlisan unimoduldris, ha V négyzetes részmatrixara det = 0,1 vagy —1
5.7. kovetkezmény: ha A TU = A minden eleme 0, 1 vagy —1 (1 x 1-es részmatrix)
lemma: egy matrix totdlisan unimodularis marad, ha

(1) egy sorat vagy oszlopat (—1)-gyel szorozzuk

(2) egységvektort vesziink hozza 1j sorként vagy oszlopként

(3) egyik sorat (ill. oszlopat) 1j sorként (ill. oszlopként) 11j példanyban hozzévessziik
(4) transzponéljuk
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* bizonyitds: csak azoknak a részmatrixoknak valtozik a det-a, amiket a mdédositas érint
° (1) sor vagy oszlop (—1)-gyel szorzédsa —> det (—1)-gyel szorzdsa — 0, 1, —1
° (2) alkalmazzuk a kifejtési tételt az G sor/oszlop szerint
* csak egy nemnulla egyiitthat6ji aldeterminans van
* az Uj részmatrix determinansa megegyezik egy régébbiével =—> 0, 1 vagy —1
° (3) két azonos sor/oszlop = det =0
° (4) det BT = det B = a determinans nem véltozik [ |
— 5.9. példa: G = (V, E) irdnyitott graf A € RIVI*IEl illeszkedési métrixsza TU
* bizonyitds: a B € RF*¥ részmatrixra k szerinti teljes indukciéval
° k= 1-re nyilvan det B =0, 1 vagy —1, mert csak ez lehet a matrix eleme
° ha B-ben van csupa 0 oszlop = det B =0
° ha B-ben van egyetlen 1-est vagy —1-est tartalmazé oszlop
* fejtsiik ki a determinanst eszerint az oszlop szerint
* az nem 0 egyiitthatés B’ € RE=Dx(=1) gldet.-ra det B’ j6 az indukei szerint
* a kifejtési tétel szerint det B = £ det B’
° ha BV oszlopdban van 1 és —1 is = (1,1,...,1)B=0 = det B=0 |
— 5.10. példa: G = (F, L; E) péros iranyitatlan graf A illeszkedési matrixsza TU
* bizonyitds: irdnyitsuk G éleit F' — L irdnyba — G
°a G irdnyitott graf A illeszkedési matrixsza TU az 5.9. példa szerint
° szorozzuk meg az A matrix L-hez tartozé sorait (—1)-gyel
° az igy kapott matrix épp A, és az 5.8. lemma miatt szintén TU |
— 5.11. tétel: ha A TU matrix, b egész vektor, ¢ valés vektor
* és max{cz : Az < b} (LP) megoldhaté és a maximuma véges
* = max{cz: Az <b,x egész} (IP) megoldhatd és a maximuma véges
* és max{czr: Az < b} = max{cx : Ax < b,z egész}
* nem bizonyitjuk

6. A linedris és egészértékii programozas alkalmazasa paros grafokra és intervallumrendszerekre:
Egervary tétele, intervallumrendszerek egyenletes szinezése.

— 6.1. tétel: (Egervary Jend tétele) legyen G = (F, L; FE) péaros graf, w: F — R stlyfiggvény
— a maximalis Osszstlyu parositas dsszsilya min )", . pz, ¢(v), ahol a minimum a nemnegativ
c: FUL — R>q fliggvényeken értendd, melyekre Ve = {z,y} € E : ¢(x)+c(y) > w(e)

* bizonyitds: legyen G illeszkedési matrixsza B € RIFULIXIE]
*aBx<(1,1,...,1)T, 2 >0, 2 egész rendszer minden megoldasa 0-1 értékii
° az 1 komponensek G egy fiiggetlen élhalmazat (parositdsat) hatarozzak meg
* max{wz: Br < (1,1,...,1)T, 2 >0,z egyész} megoldisa maximalis stilyti parosités
* B TU matrix (5.10. példa) = maxp = maxrp (5.11. tétel)
* max{wz: Br<(1,1,...,1)T, 2> 0} =min{y(1,1,...,1)T: yB >w,y >0}
* az y dudlis megoldds V csiicshoz egy ¢(v;) = y; cimkét rendel
°c yB>w = Y{z,y} € E:c(x)+c(y) =w({z,y}) [ |

— 6.2. definicié: G = (Z, E) intervallumgrdf, ha T = {I1,Is,..., I} intervallumok rendszere és

{IZ‘,Ij} el <— Iiﬁfj =+ 0
* alt. megsz. nélkiilt feltehetd, hogy VI € T az [1,n] egész végponti, zért részintervalluma

— A(Z) e R™™ ahol T [1,n] egész végpontl intervallumrendszer, a; ;j = (1)’ E: z ; j],

9 J

* 6.3. lemma: az igy definialt A(Z) matrix TU

* bizonyitds: teljes indukcidval A egyeseinek szdma szerint

° ha A-ban 0 db egyes van => det A =0
° V oszlopban egy darabig 0-k, utdna 1-esek, majd megint 0-k vannak
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° ha 3 két oszlop, ahol ugyanott van a legfels6 egyes
* a tobb egyes tartalmazobdl a mésikat kivonva csokken az egyesek szdma
* ez nem valtoztatja a det-t = ind. feltevés szerint det =0,1 vagy —1
° ha 3 csupa 0 oszlop = det =0
° egyébként minden oszlopban mashol van a legfelsé egyes
* sor- és oszlopcserékkel alsé haromszogmatrixsza alakithaté =— det = 41 |
— 6.4. tétel: az [1,n] egész végpontu, zart Iy, I, ..., I, részintevallumai Vk € Z*-re megszinez-
hetéek k szinnel agy, hogy ha az i-t d; db intervallum tartalmazza, akkor ezek kézott minden

szinbél vagy |% | vagy [%] van

* bizonyitds: valasszunk ki néhany intervallumot gy, hogy Vi-re L%J vagy (%W kivalasztott
intervallum tartalmazza -t
° ezt az eljarast ismételhetjiik k—1-re, k—1-re, ..., 1-re
° gy épp k szinnel szinezhetéek az intervallumok a megadott feltételnek megfeleléen
* legyen A= A(Z), L%J i. komponense L%J, [%W hasonld
. L%J <Axr < [%], 0<z<(1,1,...,1)" megoldhatd, pl. z = (4, £, ..., 1) megoldas
° az 5.11. tétel miatt 3 egészértékii (0-1) megoldds = ez épp egy j6 kivilasztas [ |
— 6.5. definicié: a G graf perfekt, ha x(F) =w(F) VF C G feszitett részgrafjara
* x a kromatikus szam, w a klikkszam
— 6.6. kovetkezmény: minden intervallumgraf perfekt
* bizonyitds: a G intervallumgraf minden feszitett részgrafja intervallumgraf
° elég belatni, hogy x(G) = w(Q)
¢ alkalmazzuk a 6.4. tételt k = w(G) valasztéssal
° Vi:d; <w(G) = V klikkben V szint legfeljebb egyszer hasznaltuk
° a kapott szinezés egy jé szinezés — x(G) < k = w(Q)
* mivel minden grafban x(G) > w(G) = x(G) = w(G) [ |

7. A linedris és egészértékii programozas alkalmazédsa halézati folyamproblémékra: a maximalis
folyam, a minimalis koltségii folyam és a tobbtermékes folyam feladatai, ezek hatékony megoldha-
tosdga a tort-, illetve egészértékii esetben.

— legyen G = (V, E) irdnyitott graf, s,t € V, ¢: E — R kapacitdsfigguény
* jelolje z: E — R>( v € V-be belép6 éleken felvett Osszegét p(v)
¢ jeldlje z a v-bol kilép6 éleken felvett Osszegét 6, (v)
* 7.1. definicié: z: E — R>q folyam, ha Yo € V —{s,t} : ps(v) = 05(v)
* 7.2. definicié: x folyam megengedett, ha Ve € E : z:(e) < c(e)
* 7.3. definicié: az = megengedett folyam értéke d,(s) — pr(s) = px(t) — (1)
— 7.4. definicié: a C = (S,T) vdgds, ha SUT =V, SNT=0,s€ S, teT
* 7.5. definicié: a C = (S,T) vigis értéke mc =3, y)cpwesyer (T, Y)
* tetszbleges C' vagas értéke felsd becslés minden folyam nagysigara
— 7.6. lemma: ha z: E — Rxpra Vo e V—{s,t} : pz(v) > 5 (v) és py(t) > 64(s) = z folyam
* bizonyitds: az S =3 ,cy_qs4y Po(v) — 05(v) Osszeg V tagja nemnegativ = 0< S
* vegyiik észre, hogy S = 0,(s) — pu(t)
° ha e=(u,v), u#s, v#t = x(e) pozitiv és negativ eléjellel is megjelenik S-ben
° hau=s,v#t = x(e) csak + el6jellel jelenik meg p,(v)-nél
° hau#s,v=t = x(e) csak — el&jellel jelenik meg J,(u)-nél
° az e = (s,t) él nem jelenik meg S-ben, és kiesik 05(s) — pz(t)-ben
*0<S5=0,(5)—ps(t) 0= S=0
° ez csak gy lehet, ha V (nemnegativ) tag =0 = Yo € V —{s,t} : py(v) = 05 (v) [ |
— 7.7. probléma: maximalis értékii folyam
« INPUT: G = (V, E) irdnyitott graf, s,t € V, ¢: E — RT kapacitdsfiiggvény
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- 7.9.

OUTPUT: az x maximalis értékd folyam
legyen G illeszkedési matrixsza B, ennek v € V-hez tartozé sora b,
legyen G* := (V, E*), E* == EU{(t, s)}, az illeszkedési métrixsza B* = (B|b*)
ha z* = (z|u) és B*z* <0
o VueV —{s,t}:byx <0 = 05(v) — pz(v) <0 = 65(v) < pz(v)
° s-re és t-re nézve 05(s) — <0 és —py(t)+ 1 <0 = 5,(s) < pu < px(t)
° a 7.6. lemma szerint z valéban folyam, az értéke p
max. folyam linedris programja: max{(0,0,...,0,1)z* : B*z* <0,2* > 0,2 < ¢}
° ekvivalensen max{yu : (B*|,,I”)(z, p|z) < (0,0|c),z >0,u >0}
° a méasodik ,egységmatrixb6l” hidnyzik az e* = (t, s)-hez tartozé oszlop
a dualis feladatot a kényelmesen a dualitastétel ekvivalens alakjabdl kapjuk
° Vv €V cstcshoz 7(v) és Ve € E élhez w(e) valtozd
° min{}, w(e)c(e) : Vv : w(v) > 0;Ve = (u,v) : w(e) >0, m(u) —m(v)+w(e) > 0;
m(t)—7(s) > 1}

. tétel: a fenti dualis minimuma épp a maximalis halézati folyam értéke

bizonyitds: (<) tetszbleges C' = (S, T) vagashoz Im,w: Y., w(e)c(e) =me
0, haves, 0, haueS,veT

, w(u,v) = .y
1, haveT 1, egyébként

° ez kielégiti a feltételeket, és >, w(e)c(e) tényleg a vagas értéke
(=) a dudlis feladdat matrixsza TU (G illeszkedési matrixsza + egységvektorok)

° a jobb oldal egészértékii = w és 7 is lehet egészértékili az optimélis megoldasban
0, han(v) < 71(5),’ w(e) = 0, ha w(e)=0,
1, ha7(v)>m(s) 1, haw(e)>1

* 7/(t)—n'(s) > 0, mert w(t) —m(s) >0 miatt w(t) > 7(s) teljestilt

* ha 7'(u) — 7' (v) + w(u,v) <0 = 7'(u) =0, 7'(v) =1, w(u,v) =0

* de m(u) <m(s) <m(v), wle) =0 = mw(u)—m(v)+w(e) <0, ellentmondas
Ve:w'(e) <w(e) = > w'(e)c(e) <>, w(e)e(e) = (7, w’) tényleg optimalis
S={v:7'(v) =0}, T ={v:7'(v) =1} egy vigas, mc =>_, w'(e)c(e)

° a minimdlis kapacitasu vagas kapacitisa tényleg a dudl optimuma

* a dualitastétel miatt ez a primal optimuma
* ami épp a maximalis folyam nagysaga |
belattuk, hogy a maximalis folyam polinomialis idében meghatarozhaté

° pl. ellipszoid médszerrel

° legyen 7(v) =

o

készitliink egy 0-1 megoldast: 7'(v) := {

o

[e)

* de a gyakorlatban Edmonds—Karp algoritmusa nem hasznal LP-t
° (B*|,,I”) TU = ha c egész, a maximalis egészértékii folyam is meghatdrozhaté
tétel: (Ford—Fulkerson) a maximadlis halézati folyam nagysdga megegyezik a minimaélis

kapacitasu vagas kapacitasaval

bizonyitds: a 7.8. tétel alapjan trivialis |

— 7.10. probléma: minimalis koltségii folyam

INPUT: G = (V,E), s,t €V, c: E—=RY k: E— Rxq koltségfiiggvény, M folyamérték
OuTPUT: z legaldbb M értékdl, minimélis ) . k(e)z(e) koltségii folyam

max{—kx: B*z* <0,2* > 0,2 < c¢,u > M} LP feladat = polinomidlis id6ben megoldhat6
ha ¢ és M egész = az IP verzié is polinomidlis, mert a matrix megint TU

— 7.11. probléma: tébbtermékes folyamprobléma

INPUT: G = (V, E), (s1,t1), (s2,t2), ..., (s, tg), c: E—RT

OUTPUT: 1, %, ..., folyamok, melyekre Ve € E : Y8 | x;(e) < c(e) és az 6sszes folyam-
nagysag 2% 0. (s) — pe, (t) maximélis

legyen B} a G} = (V, EU(t;,s;)) illeszkedési matrixsza, =} = (x;, 1)

max{SF | p; - VE_ Bfar <0,2F >0; (XF, 2;) < ¢} = polinomialis id8ben megoldhaté
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* az egészértékl valtozat k > 2 esetén nem TU
° ha k=1 = maximalis folyam probléma, egész ¢ esetén polinomidlis
° ha k=2 = a feladat NP-nehéz (nem bizonyitjuk)

Matroidok

8. Matroid definicidja, alapfogalmak (bazis, rang, kor). Példék: linedris matroid (matrixmatroid),
grafikus matroid, uniform matroid. A rangfiiggvény szubmodularitésa.

— 8.1. definicié: az M = (E, F) par (F C 2¥) matroid, ha
c (F1) 0eF (F2)haYCXé XeF=YeF
- (F2)ha X,Y € Fés |X|>|Y| = JweX-Y:YU{z}eF
— 8.2. definicié: az M = (F, F) matroidban X C F fiiggetlen, ha X € F
* egyébként X dsszefiiggd
— 8.3. definicié: az M =(F, F) matroidban X € F fiiggetlen halmaz bdzis, ha tartalmazasra nézve
maximalis (tovdbb mér nem bévitheté E-ben)
— 8.4. definicié: az M = (E, F) matroidban E D X ¢ F 6sszefliggé halmaz kor, ha tartalmazasra
nézve minimdlis (V valédi részhalmaza fiiggetlen)
8.5. lemma: ha M = (E, F) matroid; AC E; AD X3, Xo € F tovibb méar nem bdévitehetéek

= [X1| = [ X
. o (F3
* bizonyitds: indir. tth. |X1| < |X3] B3 3. ¢ Xo—X1: XhicXqiU{e}eF
* ez ellentmondas, X7 mégis tovabb bovitheto |

* azt kaptuk, hogy tetszbleges X fiiggetlen halmaz kiegészitheté maximalissd
— 8.6. kovetkezmény: az M matroid V bazisa azonos elemszami
— 8.7. definicié: M = (E, F) matroidban az X C E halmaz rangja r(X) = az X-beli maximalis
fiiggetlen halmaz mérete (a 8.5. lemma szerint ez mindig egyértelmii)
8.8. példa: a G = (V, E) graf grafikus matroidja M(G) = (E,F), ahol F € F pontosan akkor,
ha az F' élek erd6t alkotnak G-ben
8.9. példa: valamely T test felett az M € T™*™ matrix oszlopvektorai dltal indukalt matroid
mdtrixmatroid, ahol a fiiggetlen halmazok a linearisan fiiggetlen vektorhalmazok
U i = (E, F) uniform matroid, ahol |E|=n, F={X C E:|X| <k}

* Up,p teljes (szabad) matroid, Uy o trividlis matroid

— 8.10. tétel: r(z) szubmoduldris, azaz VX, Y CE:r(X)+r(Y)>r(XNY)+r(XUY)

* bizonyitds: legyen A maximalis fiiggetlen halmaz X NY-ban = r(A) =r(XNY)

* legyen B D A maximalis fiiggetlen halmaz X UY-ban = r(B) =r(XUY)

* BN(XNY)=A= |BNX|+|BNY|=|B|+|A4|

* BNX,BNY C B e F fiiggetlenck = |BNX| <r(X), |BNY| <r(Y)

c r(X)+r(Y)>|B|+|A =r(XUY)+r(XNY) [ |

9. Mohé algoritmus matroidon. Matroid megaddsa rangfiiggvényével, bazisaival (biz. nélkiil).
Matroid dudlisa, a dudlis matroid rangfiiggvénye.

— 9.1. algoritmus: moh¢ algoritmus
+ InpUT: FC2 halmazrendszer, ami kielégiti az (F1-2) tulajdonsdgokat (nem iires, ,leszallé”),
w: E — RT silyfiiggvény
* OUTPUT: olyan X € F, melyre }_ . x w(e) maximalis
* 0. lépés: legyen X =0 & F
* 1. 1épés: létezi-e e€c E— X : XU{e} € F
° 3= e:=argmax{w(e):e’ € E— X, XU{e} € F }; = STOP
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© 2. 1épés: X + X U{e}, GOTO 1.
— 9.2. tétel: a mohd algoritmus pontosan akkor ad helyes eredmény Vw stlfiiggvénnyel az (E, F)
halmazrendszeren, ha az (F1-2) mellett (F3)-at is kielégiti ((E, F) matroid)
* bizonyitds: (<=) matroidon miikodik a moh¢ algoritmus
° indir. tth. X = {a1,as,...,a,} a mohé algoritmus kimenete
° de dY ={b1,ba,...,bp} € F, w(Y) > w(X)
w(ar) > w(az) > - > w(ax—1) > wlax) > w(ag+1) > -
° alt. megsz. nélkiil tfth. v VI VI A
w(by) > w(bs) > -+ > wbp—1) > w(bp) > wlbps1) > > w(bm)
° A= {al,ag,...,ak,l} eF, B:= {bl,bg,...,bk} € F, ’A’ < ’B|
« B g B AU{b*} € F, és a megadott sorrend miatt w(b*) > w(bg) > ax
* a moho algoritmus a k. 1épésben nem vélaszthatta ag-t, mert b* jobb nala, ellent-

-2 w(an)

mondas
* (=) ha (F3) nem teljesiil, 3 olyan w, hogy a mohé algoritmus rossz eredményt ad
1, haecY,
IX,Y e F:|X|>|Y],de fr € X Y :YU{x} € F; legyen w(e) =S 1—¢ haecX-V,
0 egyébként
a moho algoritmus bevalasztja Y elemeit, majd nem tud tobb nem 0 stlyt elemet
bevalasztani = w(Y') = |Y| a maximum
de w(X) = |XOY[+(1-e)| X =V | = |X|-e[X = Y| >w(Y) = V], ha 0 < e < =
° a mohé algoritmus nem adott optimalis megoldédst w-re!
— 9.3. tétel: ha r az M = (E, F) matroid rangfliiggvénye, akkor
* (R1) r(@)=0 (R2) VX C E:r(x) <|X| (R3) haY C X = r(Y) <r(X)
c (R4) VX, YCE:r(X)+rY)>r(XNY)+r(XUY), azaz r szubmoduldris
* ha r kielégiti az (R1-4) feltételeket = az F = {X C E:r(X) = |X|} rangfiiggvénye
* nem bizonyitjuk
— 9.4. tétel: ha B az M = (E, F) matroid bazisainak halmaza, akkor
. (Bl)B#@ (BQ) VXl,XQEBZ|X1|:‘X2‘
* (B3) X1, Xo0€B, 1€ X1 = deg € Xy: X—{el}U{eg} eB
* ha B kielégiti a (B1-3) feltételeket = az F ={X C E: X C B € B} bézisainak halmaza
* nem bizonyitjuk
- 9.5. definicié: az M = (E, B) matroid dudlisa M* = (E,B*)
* B*={XCE:FE-XeB} <= F*={X CFE:FE—-X tartalmazza M egy bazisit}
s (MM =M 9.6. példa: U, j, dudlisa (U, ;)" =Unn—k
- 9.7. tétel: az M = (E,r) dudlisanak rangfiiggvénye r*(X) = | X|—r(E)+r(E—X)
* bizonyitds: r*(X) = X-beli max. fiiggetlen halmaz mérete = max{|X NB*|: B* € B*}
 |XNB*|=|XN(E-B)|=|X—-B|=|X|-|XNB|, ahol E—B*=BeB
* r*(X) =max(|X|—|XNB|) = |X|—min|XNB| = | X|—|B|+max|(F—X)NB|
* max|(E—X)NB|=r(F-X) = (X)) =|X|—-r(E)+r(E-X) [ ]

o

o

o

10. Elhagyés és Osszehuzds. Matroidok direkt 0sszege, Osszefiiggdsége. T test felett reprezentalhato
matroid dudlisdnak T feletti reprezentalhatosiga.

~ 10.1. definicié: az M = (E, F) matroidbd6l X elhagydsival az M\ X = (F — X, F') matroidot
kapjuk, ahol ' ={F e F: FCE—-X}
* grafikus matroidokndl ez nem mas, mint élek elhagyésa a grafbol
* M\ X rangfiiggvénye r|p_x
— 10.2. definicié: az M = (E,r) matroidbdl X dsszehizdsaval az M /X = (E— X,r’) matroidot
kapjuk, ahol (V) =r(XUY) —r(X)
* 10.3. lemma: az (E— X, 1) par valéban matroid



12 MATROIDOK

* bizonyitds: (R1): ' (0) =r(XUP)—r(X) =0
r (R4)

* (R2):7/(V) =r(XUY) =r(X) " < (1) +7(Y) (X 0¥)) r(X) < (V) <[V
°(R3): ZCY = r'(Z)=r(XUZ)—r(X) - < o )r(XUY)—r(X) =7'(Y)
o (RA): (V) +1'(Z) = r(XUY) + 1 (X UZ)—2r(2) >

>r((XUuY)N(XUu2)+r(XuY)U(XUZ))—2r(X)=
=r(XUl¥YNZ)+r(XuYuz))-2r(X)=
=r'(YNZ)+r'(YUZ) [ |
- 10.4. tétel: ha M = (E,F) matroid, X CE = (M/X)* = M*"\X, M\ X)"=M*"/X
* bizonyitas: M*\ X = (M*\ X)*)* = (M*)*/X)* = (M/X)*
° ezért elég az (M\ X)* = M*/X egyenl6séget belatni
* legyen ( M\ X)*=(E—X,r), M*/X =(E—X,r3)
cr(Y)=Y|-r(E-X)+r((F—-X)-Y)

(V) =r"(XUY)—r*(X) = |XUY|—r(E)+r(E—(XUY))—|X|+r(E)—r(E-X)
*YCE-X = XNY =0= | XUY|-|X|=|Y|
*(E-X)-Y=E—(XUY)=nrnY)=Y|-r(E-X)+r(FE-X)-Y)

° ry =19, ezért a két matroid is megegyezik |
— 10.5. definicié: az M matroidbdl 6sszehtizasok és torlések sorozataval M minora all el6
~ 10.6. lemma: M\ A;/B1\ As/Bs\ - -\ Ay/Bi = M\ U, Ai/ UX, B
* nem bizonyitjuk
— 10.7. tétel: az M matroid V minora eléall M\ A/B alakban
* bizonyitds: a 10.6. lemma alapjan trivialis [ |
— 10.8. definicié: az My = (Ey, F1), My = (F2, F2), E1NEy = () matroidok direkt dsszege N' =
=Mi®dMe=(E,F), E=FE1UEy, F={XCE:XNE, € F1,XNEs € Fa}
— 10.9. definicié: az M matroid dsszefiiggd, ha nem all el6 két matroid direkt 6sszegeként
— 10.10. definicié: az M matroid reprezentdlhatsé (kooridndtizhatd) az T test felett, ha izomorf
egy T feletti méatrixmatroiddal
* ha M-et A koordinatazza, és B € R"™*" négyzetes nemszingularis matrix, akkor BA is M-et
koordinatazza
— 10.11. tétel: ha M reprezentalhatd a T test felett, akkor M* is
* bizonyitds: legyen r:=1r(M) =r(A), ahol A € R"™*™ az M-et reprezentalé métrix
° Gauss-eliminaciéval hozzuk M matrixszat (I,|Ag) alakdra
* vizsgaljuk az A’ = (—Ag|l,—,) altal reprezentalt M(A’) matroidot
° A és A’ oszlopai természetes médon megfeleltehetdek egymésnak
° legyen B egy bazis M-ben
* alt. megsz. tth. B az I, utolsé t oszlopabdl és Ag els6 r —t oszlopdbdl 4ll
* ekkor E— B a —AOT els6é r—t és az E,_, utolsé6 n—2r —t oszlopabdl all

Or2

* az F — B elemeihez tartoz6 részmdtrix A’-ben: A} =

° r=7(B) <= 0#|det A;|=| det C|=|det —CT|=|det Ay| <= n—r =r(E—B)
c r(MAN)<n—r=r(E—B) = r(M(4")) =n—r, E— B valéban bézis M(A’)-ben
° béazis komplementere bazis (és ezt forditva is elmondhatjuk)

° B(A)={E—B:BeB(A)} = M(A)=M* n



11. TETEL 13

11. Grafikus, kografikus, reguléris, bindris és linearis matroid fogalma, ezek kapcsolata (ebbdl
bizonyitas csak a grafikus és regularis matroidok kozotti kapcsolatra), példék. Fano-matroid, példa
nemlinearis matroidra. Bindris, regularis és grafikus matroidok jellemzése tiltott minorokkal: Tutte
tételei (biz. nélkil).

— 11.1. definicié: az M = (E, F) matroid grafikus, ha eléall valamely G = (V, E) graf M(G)
kormatroidjaként, ahol F elemei a G-beli erdok
— 11.2. definicié: az M matroid kografikus, ha egy grafikus matroid [M(G)]|* dudlisa
* F elemei nem tartalmaznak G-beli vdgdst (vigasmatroid)
* XeF < (V(G),E(G)—X) ugyanannyi 6sszefiiggé komponensb6l 4ll, mint G
— 11.3. tétel: egy M(G) grafikus matroid pontosan akkor kografikus, ha G sikbarajzolhat6
* ekkor [M(G)]* = M(G*), a matroid dudlis épp a grafelméleti dudlis kérmatroidja
* nem bizonyitjuk
— 11.4. definici6é: az M matroid linedris, ha reprezentalhat6 valamely T test felett
— 11.5. definicié: az M matroid bindris, ha reprezentalhato a GFy kételemi test felett
* minden bindris matroid linearis a GF9 test felett
— 11.6. definicié: az M matroid reguldris, ha minden T test felett reprezentalhaté
* minden reguldris matroid bindris (és linearis) 7' = GFy valasztassal
— matroidok halmazainak kapcsolatai
+ grafikus, kografikus C regularis C bindris C linearis C matroidok
* grafikus N kografikus # ()
— 11.7. tétel: minden M(G) grafikus matroid reguldris
* bizonyitds: legyen T test, V(G) = {x1,z2,...,2,} és irdnyitsuk G éleit tetszilegesen
* rendeljiik az x; csicshoz a v; egységvektort és az e = (x;, iL‘j) élhez a we = v; —v;
° ez épp G egy iranyitasanak illeszkedési matrixsza
* X C E tartalmaz kort = W = {w, : e € X'} linearisan Osszefliggd
° legyen C'C X egy kor X-ben valamilyen iranyitassal
° ha e € C parhuzamos C-vel, a, := 1; ha ellentétes iranyu, a, = —1
° ekkor ) coaewe =0 W elemeinek nemtrivialis 0 linedris kombindciéja
* X C F tartalmaz kort <= W = {w, : e € X'} linedrisan sszefiiggd
° legyen >, cw Bewe = 0 egy nemtrividlis 0 linearis kombindcio
°Y:={e€ X:0.#0} és V' :=az Y-beli élek végpontjainak halmaza
° Y ey Bewe =0 = Vv € V'-re legaldbb 2 Y-beli €l illeszkedik
°a (V'Y) részgraf V pontja legaldbb 2.-fokii = (V',Y) C G tartalmaz kort [ ]
— 11.8. tétel: minden [M(G)]* kografikus matroid reguldris
* bizonyitds: a 10.11 tétel szerint ha M reprezentalhatd T felett, akkor M™ is

* M(G) minden T felett reprezentdlhaté — [M(G)]* is [ ]
k db

—_—~
— 11.9. definicié: a T test karakterisztikdja az a min. k, melyre Ve €T :x4+x+... 42 =0
k db k db

—_——~ —_—
* ha valamely x # O-ra x+...4+x = 0, akkor ez Vy € T-re is teljesiil, mert y+y+...+y =
k db

—_——~
=Ya+z+.. . +2)=2.0

Y.
T
(&

(&

%
Fano-matroid, F, = anti-Fano-matroid

LN

(& a b &

— 11.10. példa: F7 =

* V 4 elemi halmaz 6sszefiggd, a 3 elemiiek koziil az egy egyenesre / korre es6k
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* JF7 pontosan a k = 2 karakterisztikdja testek felett koordinatazhato
* F, pontosan a k # 2 karakterisztikaju testek felett koordindtdzhato
¢ bizonyitds: r(Fy7) =r(F; ) =3 = feltehet6: a — (1,0,0), c— (0,1,0), e (0,0,1)

° ekkor b+ (z,9,0), d— (0, z,u), f+— (v,0,w), g— (q,7,9)
1 0 g¢q

° {a,d,g} ¢ F :|0 2 r‘ =0 = sz = ru; hasonlbéan sv = quw, rz = qy
0 u s

r 0 v
y z O
0 u w

°c {b,d, f} ¢ F(Fr),de € F(F; ) = =0 F7-ben, de =0 F; -ban

* wrz+uvy =0 Fr-ben, de # F; -ban
* de Zx = Ty = swrz = suvy = WIZ = uvy
* wxrz+wzxz =0 Fr-ben pontosan akkor teljesiil, ha T' karakterisztikdja = 2
* wrz+wzz # 0 F; -ban pontosan akkor teljesiil, ha 7" karakterisztikaja # 2 |
* 11.11. kovetkezmény: az F7®F, matroid nem linedris
° T karakteriszikdja egyszerre kellene 2 és nem 2 legyen
— 11.12. példa: példak matroidokra

nem lineéris Fr®F; lineéris, de nem bin4ris Uso, F7

bindris, de nem regularis F7 reguléris, de nem grafikus M (K5) D [M (K5)]*
grafikus, de nem kografikus | M (K 5) kografikus, de nem grafikus [M (K 5)] *

grafikus és kografikus M(G), G sikbarajzolhat6

* K5 helyett tetszéleges nem sikbarajzolhaté graf (pl. K 3) allhat
— 11.13. tétel: Tutte tételei

* M bindris <= nem minorja az Uy 2
° Uy rangja 2, de 2 dimenzids binaris vektorokbol nem létezik 4 db paronként linedrisan

. ' (10 11
fuggetlen,?/{472—/\/l<0 11 2>

* M regularis <= nem minorja az Uy 2, F7 és F7
* M grafikus <= nem minorja az Uy 2, Fr, F5, [M(K5)]* és [M(K33)]*
° ha M(G) egy G’ graf [M(G')]* vagdsmatroidja, akkor M(G) kografikus és G’ sikbaraj-
zolhaté kell legyen
* nem bizonyitjuk
— 11.14. tétel: U, ; pontosan akkor grafikus, ha k=0,1,n—1 vagy n
* bizonyitds: Un o egy cstccesal és n hurokkal reprezentdlhatd, U, 1 n parhuzamos éllel
* Uy n—1 n éli korrel reprezentalhato, U, ,, n el erdével
* Unk \ {CL} = un—l,ka Z/{n,k:/{a} = un—l,k—l
° ha 2 <k <n-2 = U, -nak van Uy » minorja
° ehhez n—k —2 torlés és k—2 Osszehuzas kell ]

12. Matroidok Gsszege. k-matroid-metszet probléma, ennek bonyolultsaga k > 3 esetén.

— 12.1. definicié: az M; = (E, Fy), Mo = (E, F2),..., My = (E, Fi) matroidok dsszege az N =
= V¥, M; = (E, F') halmazrendszer, ahol F' = {X,;UX,U...UX}: X; € Fi (i=1,2,...,k)}
© VP M\ X) = (VL M)\ X, de az / és a @ miiveletekre ez mar nem igaz
~ 12.2. tétel: matroidok \/¥_, M; sszege matroidot alkot
¢ bizonyitas: M1V (MaV Msz) = (M1V M)V M3 = elegendd M; V Mas-t vizsgalni
* (F1): 0=0U0 e LV F
* (FQ): X=X1UXy, X1€F,XoeF,YCX
° ekkor X1 DY NXs e Fi, Xo DY NXy € F, (YﬂXQ)U(YﬂXQ) =YeF
* (F3):legyen X, Y € F/; | X|>|Y]; X=X1UXy; Y =Y1UYsy; X1, Xo € F1; Y1, Yo €
° 4lt. megsz. nélkil tth. | X1 NYs|+|XoNY7| minimélis, X1NXs =Y1NYo =0
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° alt. megsz. nélkiil tth. | X;| > Y| = Jec X;-Y1:Y1U{e} € /1 CF
chae¢Ys=cecX-Y, YU{e} =M 1U{e})UYs € F
°chaeeYy = Y =Y/UY] = (Y1U{e})N(Ya—{e}) is egy j6 felbontdsa Y-nak
* vegyiik észre, hogy X1NXo =0, e€ X1 = e ¢ Xo
* [ Xin(Yo—{e}) [+ XoN(V1U{e})| =[X1NY2|-1+|X2NY)|

* a metszetek méretének Osszege nem lehetett minimalis, ellentmondés |
— 12.3. definicié: az M1 =(E, F1), Ma=(E, Fa), ..., Mp=(E, Fi) matroidok metszete az (E,F")
halmazrendszer, ahol F/ =N, F;
2 1
* ez nem mindig matroid, pl. M .LO és M (Oio) metszete nem az, mert
3 3

F'={0,{1},{2},{3},{2,3}} = (F3) nem teljesiil
— 12.4. probléma: (sulyozott) k-matroid metszet (k-MMP)
* INPUT: M1 = (E,}-l),./\/lg = (E,]:Q), - ,./\/lk = (E,fk), peN (w: E— R207 W e RZO)
* OUTPUT: 3-e olyan X € N}, F;, hogy |X| > p (illetve w(X) > W)
— 12.5. tétel: k > 3 esetén k-MMP NP-nehéz
* bizonyitas: 3-MPP NP-nehéz — k > 3, --MMP NP-nehéz
° adunk egy 3-MMP < k-MMP Karp-redukciét (k > 3)
k—2 db
° (My, Mo, M3) € 3-MPP <= (M, Mo, M3, M3, ..., M3) € k-MPP
- irdnyitott s-t-HAMUT < 3-MMP = 3-MPP NP-teljes
° My =M(G)
° F(My) = azon élhalmazok, melyekben V pont be-foka <1, dpe(s) =0
* egy particid-matroidbdl kapjuk s bemend éleinek Osszehizéaséval
° F(Ms3) = azon élhalmazok, melyekben V pont ki-foka <1, dy; (t) =0
°cp=|V|-1= X € Fy, Fa, F3; | X| > p épp s-t Hamilton-1it [ |

13. A k-matroid particiés probléma, ennek algoritmikus megoldédsa. A 2-matroid-metszet feladat
visszavezetése matroid particiés problémara.

— 13.1. probléma: k-matroid partici6é (k-MPP)
s INPUT: M = (E',]:l),./\/lg = (E,fg), . ,Mk = (E,]:k)
* OuTPUT: F fiiggetlen-e \/¥_| M;-ben? <= V¥, M; < (E,2F)
?
°© = JE € F1,Fs € Fo,...,Ex € Fp: E=E UFyU...UE}
— 13.2. algoritmus: k-matroid particié algoritmus'
* 0. lépés: E1<—®, E2<—®, ceey Ek<—@
* 1. 1épés ha U}, B; = E = STOP, igaz
* 2. 1épés van-e x € E—U_| E;, hogy UF_, E;U{x}-t particiondlhat6?
° ha igen = legyen FE1, F», ... Ej az 4j particionalas, GOTO 1.
° ha nem = STOP, hamis
* irdnyftott G = (V, E) segédgraf konstrukci6 a 2. 1épés elvégzéséhez
°V=EUP=EU{p1,p2--., Pk}
° (a,p;) € E <= a ¢ E;, de E;U{a} € F;
° (a,b) € E <= valamely i-re be E;, a ¢ E;, E;U{a} ¢ F;, E;U{a} —{b} € F;
* szélésségi kereséssel keressiik meg a legrovidebb utat E' = E — Ule FE;-bol P-be
° van = (a,b)-kre b € E; esetén E; < E;U{a}—{b}; (a,pi)-re E; < E;U{a}
* G definiciéja miatt még VE; € F;; E' mérete 1-gyel (1t els6 csicsa) nétt

'"Edmonds, J. és D. R. Fulkerson (1965). Transversals and Matroid Partition. In: J. OF RESEARCH of the Nat. Bureau
of Standards—B. Math. and Math. Phys. Vol. 69B, No. &8
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° nincs = legyen X C E az E’-bdl iranyitott tton elérhetd csicsok halmaza
F (X)) <R (X)) < |X| = E5 X ¢ U, Fi 2L E nem lehet fiiggetlen
graf szélességi
—_—— ——
* lépésszam: O(|E|+c(n+k)% +c(n+k)?)
- 13.3. tétel: az My = (E,F1) és My = (E,F2) azonos rangi (r1(E) = ro(E)) matroidoknak
pontosan akkor van kozos bazisa, ha My Vv M3 = (E,2F)
* (=) ha B kozos bazis, akkor F — X bézisa Mj-nak
° FE=XU(F-X) figgetlen az 6sszeghen = MV M3 teljes
. (<:) legyen £ = E1UEs, E1 € F1, Ey € ]:5
° |E| < |Er|+[Eo| = ri(Er) +r5(E) = r1(Er) + (|E] —r2(E) +r2(E - Ep)) <
<ri(E)+(|E|-r(E)) = |E|
° mindenhol egyenléség kell alljon, tehat |E| < |Ey|+|E2| = E1 = E—E»
° ri(Er)=11(FE), r2(E) =ro(E— E3) =rao(E1) = E) kozos bazis [
— 13.4. kdévetkezmény: 2-MMP visszavezetése 2-MPP
¢ legyen M} = (E,F}), My=(E,F,), ahol F, ={X € F;: | X| <p} a matroidok csonkoltjai
* V p méretii fliggetlen halmaz bazis a megfeleld csonkolt matroidban
© MyV (MY = (EB,2F) <= M/)-nek és Mj-nek van kozos béazisa
* ez a bazis a 2-MMP-ben keresett p méretli kbzos fliiggetlen halmaz Mi-ben és Mo-ben

14. k-polimatroid rangfiiggvény fogalma. A 2-polimatroid-matching probléma, ennek bonyolultsa-
ga, Lovasz tétele (biz. nélkil).

— 14.1. definicié: r: 28 — N k-polimatroid rangfigguény, ha
* (R1) r(@) =0 (R2)Vee E:r({e}) <k (R Y CX = r(Y)<r(X)
* (R4) r(X)4+rY)>r(XNY)+r(XUY)
* a matroid rangfiiggvények k = 1 valasztassal adédnak
° X ={e1}U{ea}U...U{en} L g <3 mir({e})) <r(X)
* masik irdny: VX C E:r(X) < k| X|
— 14.2. definicié: X C E egy k-matching, ha r(X) = k| X|
— 14.3. példa: G = (V, E) gréaf, r(X) = az X C E élek &ltal lefedett csicsok halmaza
* r egy 2-polimatroid-rangfiiggvény, a 2-matchingek G parositasai
— 14.4. probléma: k-polimatroid matching (k-PMMP)
« INPUT: r: 2P — N k-polimatroid rangfiiggvény, p € N
* OuTPUT: létezik-e X C E, hogy r(X)=k|X| és | X|>p
— 14.5. tétel: a k-PMMP k > 3 esetén NP-nehéz
* bizonyitas: k-MMP < kE-PMMP és k-MMP NP-nehéz
* ha My, Mo, ..., M} matroidok = r(X) = Zle ri(X) k-polimatroid rangfiiggvény
° a k-matchingek pontosan a fiiggetlen halmazok VY.M;-ben
° (My, Ma,..., My;p) € E-MMP <= (¥ |y p) € k-PMMP n
— 14.6. tétel: ha r mindossze egy O(1) id6ben kiszdmolhat6 ordkulummal adott =
2-PMMP nem oldhaté meg polinomidében
* bizonyitds: legyen |E| =2n, Ey C E, |Ey] =n
2|X|, hal|X|<n,
2|X|, halX|<mn, om, ha X = Fo,
* 7’1(X) =4 2n-1, ha|X]|=n, T‘Q(X) = on -1, ha X % Fo.|X| = n. p=n
2n, ha | X| > n,
2n, ha |X| > n,
* (r1,p) ¢ 2-PMMP, de (r2,p) € 2-PMMP (Ej egy p =n elemii k-matching)
° ennek eldontéséhez az Osszes n elemi részhalmazt meg kell vizsgalni

o ez (*M) = O(4"/\/mn) darab r hivést igényel -
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nem hasznaltuk ki, hogy 2-PMMP NP-nehéz, a bizonyitas P = NP esetén is miikodik

— 14.7. tétel: (Lovasz Laszlé tétele)

ha az r 2-polimatroid rangfiiggvény r(X) = dim(U;c x{ai, bi}) alakban adott, ahol E =
={1,2,...,n}, {a;,b;}ie; C RF = r-en 2-PMMP polinomidében megoldhaté

az ilyen r mindig 2-polimatroid rangfiiggvény

nem bizonyitjuk

Ko6zelito és iitemezési algoritmusok

15. Polinomidlis id6ben megoldhaté feladat fogalma, példak. Az NP, co-NP, NP-nehéz és NP-teljes
problémaosztalyok definiciéja, viszonyaik, példak probléméakra valamennyi osztalybél. NP-nehéz
feladatok polinomidlis specidlis esetei: algoritmus a maximalis fiiggetlen ponthalmaz problémara
és az élszinezési problémara paros grafokon. Additiv hibaval kozelito algoritmusok specialis pont-,

illetve élszinezési problémékra.

— algoritmuselméleti alapfogalmak

15.1. definicié: kiszamitdsi problémdrol akkor beszéliink, ha egy I bemenet f(I) fliggvényét
szeretnénk kimenetként megadni
° eldontési probléma: f(I) € {IGEN,NEM}
15.2. definicié: optimalizdldsi probléma olyan kiszamitasi probléma, ahol
° az I bemenethez X a lehetséges kimenetek halmaza, c: X; — R valds fliggvény
° f(I)=z* € X1, hogy c(z*) = max{c(x) : x € X1} (illetve c(z*) = min{c(x) : x € X1})
° a kimenet nemcsak az optimum értéke, hanem maga az x* optimalis megoldas
15.3. definicié: egy f: N — N fiiggvény polinomadlis, ha Jci,co € N*:Vn e N: f(n) <cyn®
° egy algoritmus akkor polinomidlis ha ¥V n méretii bemenetre f(n) idében kiszdmitja a
kimenetet, ahol f polinomialis
° egy probléma polinom iddében megoldhato, ha 3 ra polinomidlis algoritmus
15.4. definicié: az A probléma polinom idében visszavezetheté B-re (A <cook B), ha A
polinom id6ben megoldhaté a B-t megoldé algoritmus szubrutinként hivasaval
° B hivasa O(1) lépésnek szamit
15.5. definici6: dontési problémak osztalyai
° P := a polinom idében megoldhat6 eldontési problémék osztalya
* pl. teljes parositas paros grafban, k-matroid-particié
° NP := azon eldontési problémék osztalya, ahol az IGEN valaszra 1étezik polinomidlis
méretii, polinomidlis idében ellendrizhet6 tant
* pl. Hamilton-kor, k-matroid-metszet (k > 2)
° co-NP := azon eldontési problémak osztalya, ahol az NEM valaszra 1étezik polinomidlis
méretii, polinomidlis idében ellendrizhet6 tanu
* pl. teljes pérositds paros grafban (Kénig tétele, Hall-tétel), sikbarajzolhatésig
(Kuratowski-tétel), teljes parositas tetszéleges grafban (Tutte-tétel)
° egy B probléma NP-nehéz, ha VA € NP : A<cook B
* pl. az altalanos k-polimatroid matching NP-nehéz, de nem NP-beli
° egy B probléma NP-teljes, ha NP-beli és NP-nehéz
* pl. SAT (Cook - Levin tétel), 3SZIN, HAM, LADAPAKOLAS
P C NP N co-NP, NP-teljes = NP N NP-nehéz, P Z NP

— 15.6. probléma: maximalis fiiggetlen ponthalmaz paros grafban

INPUT: G = (A, B; E) péros graf OuTPUT: F maximalis fiiggetlen ponthalmaz
a probléma altalanos grafra NP-nehéz, de paros grafra polinomialis
futtasuk le a grifra a javitéutas algoritmust (polinom idejil)
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* 15.7. allitas: ekkor F' = A1 UA,U B UBs maximélis fiiggetlen ponthalmaz
° Ay, B; = az A-, illetve B-beli parositatlan pontok halmaza
° By = az Aj-bdl alterndlé tton elérheté pontok (nincs javité it = mind van pérjuk)
° Ay = a Bs-beli pontok pérjai
Ag :A—Al—Az, Bs=B—-B1— By
bizonyitds: az algoritmus altal megtaldlt M péarositds maximalis = |M|=v(G)
* v(G) = maximalis parositds mérete, 7(G) = min. lefogd ponthalmaz mérete
* nincs él AjUAy és By U By kozott (1.3. tétel) = F' fiiggetlen
* AUB—F = A3U By lefog6 ponthalmaz = 7(G) < |A3UBs| = |F| =v(G)
* egy lefogd ponthalmaz egy pérositds V élét le kell fogja = v(G) < 7(G)
< igy 7(G) < [A3UBy| = [M] = U(G) < 7(G) = v(G) = 7(G)
° indir. tth. 3F’ C AU B fiiggetlen ponthalmaz, |F'| > |F|
* ekkor AUB — F' lefog6 ponthalmaz, de [AUB —F'| < |[AUB—F|=17(G)
* ez ellentmondas, F' maximalis kell legyen |

o

o

— 15.8. probléma: élszinezés paros grafokon
* INPUT: G = (A, B; E) egyszerli paros graf OuTPUT: G élszinezése A(G) szinnel
* a probléma altalanos grafra NP-nehéz, de paros grafra polinomialis
* 15.9. tétel: (Vizing tétele) ha G = (V, E) egyszeri graf = A(G) < x.(G) < A(G)+1
° nem bizonyitjuk
* 15.10. tétel: (Konig tétele) ha G = (A, B; E) egyszerii paros graf = x.(G) = A(G)
° bizonyitds: meg fogunk adni egy polinomialis algoritmust a szinezésre
* vegyiik a graf E={ej, eq,...,en} éleit sorban, és szinezziikk meg ket egy-egy szabad szinnel
° legyen e; = {u,v}, u € A, v € b a most megszinezendd él
° d(u),d(v) < A(G), és illeszkedik rajuk szinezetlen él (e;)
* — mindkét csticsnak J szabad szine = ha 3 koz0s szabad szin, e; kapja meg azt
* tfh. az u szabad szine a piros, de a v-é a kék
° legyen P, az u-bdl induld, felvaltva kék—piros it (kor nem lehet)
° ekkor v ¢ P,, mert akkor a végpontja lenne (v-ben a kék szabad)
*dewue A, ve B—=— P, paratlan hosszi = P, utolsé éle kék
° cseréljiik fel P, mentén a piros és a kék szineket
* ez a meglevd szinezést nem ronthatja el
* y-ban most mar a kék szabad, v-ben maradt szabad = e; szinezheto kékre |
— 15.11. definicié: egy maximalizaldsi (minimalizaldsi) problémat egy algoritmus C' additiv hibdtdl
eltekintve helyesen old meg, ha VI : ¢(z*) > maxzex, c(xz) —C (c¢(z*) < mingex, c(xz)+C)
— 15.12. definicié: egy algoritmus C' additiv hibdval kdzelitd algoritmus, ha adott optimalizalasi
problémét polinom idében, C additiv hibatol eltekintve helyesen old meg
— 15.13. probléma: egyszerl grafok élszinezése
* INpPUT: G = (V; E) egyszer( graf OuTPUT: G minimalis élszinezése
* Vizing tétele (15.9. tétel) szerint x.(G) < A(G)+1
° a tétel bizonyitasa konstruktiv, ad egy A(G)+1 polinom idében
° {gy a tételben szerepld algoritmus 1 additiv hibaval kozelito
— 15.14. probléma: sikgrafok cstucsszinezése
* INpPUT: G = (V; E) sikgraf OuTPUT: G minimalis csicsszinezése
* 15.15. tétel: (négyszintétel) minden sikgraf szinezhetd 4 szinnel, nem bizonyitjuk
° létezik algoritmikus bizonyitas, ami polinomidoben el6allit egy 4-szinezést
° ez egy 2 additiv hibaval kozelité algoritmus
* ha a 4-szinez6 algoritmus el6tt ellendrizziik, hogy G paros-e = 2-szinezhetd
° ez szélességi kereséssel polinomidében megtehetd
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16. A Hamilton-kor probléma visszavezetése a leghosszabb kor probléma additiv kozelitésére.
k-approximéacios algoritmus fogalma, példdk: két-két algoritmus a minimalis lefogé ponthalmaz
keresésére és a maximalis paros részgraf keresésére. Minimalis leveld, illetve maximalis belso cstcsi
feszitéfa keresése. Approximéciés algoritmus az utébbi feladatra (biz. nélkiil).

— 16.1. probléma: leghosszabb kor (LHK)
* InpuT: G = (V, E) graf OUuTPUT: G egy leghosszabb kore
* 16.2. tétel: ha P # NP = LHK-re nincs C' additiv hibaval kozelito algoritmus
° bizonyitas: megmutatjuk, hogy HAM < LHK C-additiv kozelitése
° indir. tfh. 9 C-additiv hibaja kozelités LHK-ra
° G' = osszuk fel a G graf vV élét C 10j ponttal = egy ¢l helyett C'+1 1j él
G’ k(C+1) hosszi korei G k hosszi koreinek felelnek meg
G’'-ben van n(C+1) hosszi kér <= G-ben van n hosszu kér <= G hamiltoni
G hamiltoni = a kozelitd algoritmus > n(C' +1) — C hosszi x* kort taldl G'-ben
* de G’ koreinek hossza oszthaté (C'+1)-gyel = x* csak a Hamilton-kor lehet MW
— 16.3. definicié: egy maximalizalds (minimalizalasi) problémat egy algoritmus k multiplikativ
hibdtol eltekintve helyesen old meg, ha VI : c(z*) > 1 maxzex, c(z) (c(z*) < kmingex, c(z))
— 16.4. definicié: egy algoritmus k-approximdcios algoritmus, ha polinomialis és k multiplikativ
hibatdl eltekintve helyesen oldja meg az adott problémat
— 16.5. probléma: minimélis lefogd ponthalmaz (MLP)
* InpuT: G=(V, E) OUuTPUT: egy X minimalis lefogé ponthalmaz G-ben
* MLP NP-nehéz, mert a maximélis fiiggetlen halmaz (MFP) is az, és MFP < MFP
° X minimalis fiiggetlen ponthalmaz <= V — X maximalis lefogé ponthalmaz
° az MFP nem k-approximélhaté (nem bizonyitjuk)
* 16.6. algoritmus: 2-kozelit6 algoritmus maximalis parositassal
° 1. 1épés: keressiikk meg G egy M maximélis parositasat
* paros grafban: magyar modszer, altalanos grafban: Edmonds algoritmusa
° 2. 1épés X = az M-beli élek végpontjai
° 16.7. tétel: az igy meghatarozott X-re | X| <27(Q)
* bizonyitds: egy lefogd ponthalmaz M V élét le kell fogja — |M|=v(G) < 7(G)
* |F|=2|M|=2v(G) <27(Q) [ |
* 16.8. algoritmus: 2-kozelit6 algoritmus tovabb nem bovithet6 parositassal
° (. 1épés: M =10
° 1. 1épés: ha van olyan e € E, hogy M U{e} parositds = M «+ M U{e}, GOTO 1.
* egyébként M egy tovabb nem boévitheté parosités
° 2. 1épés: X := az M-beli élek végpontjai
° 16.9. tétel: az igy meghatarozott X-re | X| <27(G)
* bizonyitas: a 16.7. tételben nem hasznéltuk ki, hogy M maximaélis
* {gy tovabbra is |F| = 2|M| < 2v(G) < 27(G) [ |
* ¢éles példa: m darab diszjunkt 1 hosszu ut
° optimalis megoldas: mindegyik élnek csak az egyik végét vessziik bele = m cstics
° kozelité megoldas: mindegyik él mindkét vége = 2m cstcs
— 16.10. probléma: maximalis paros részgraf (MPR) = NP-nehéz (nem bizonyitjuk)
* InpUT: G = (V, E) graf
* A B:AUB=G,ANB =10, az A és B kozott mend élek szdma maximalis
* 16.11. algoritmus: 2-approximaciés algoritmus 1.
° 1. 1épés: osszuk ketté a csticshalmazat A-ra és B-re tetszdlegesen
° ds (v) == v-bdl a sajat csoportjadba mend élek szama
° dp(v) = v-bél a masik csoportba mend élek szama

(o)

o

o
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° 2. 1épés: keressiink egy olyan v csicsot, amire ds(v) > dp, (v)
* ha van ilyen v, helyezziik a4t a mésik csoportba; GOTO 2.

° 3. 1épés: (A, B) egy 2-approximéci6é az MPR problémaéra

° 16.12. tétel: az igy meghatédrozott (A, B) valéban 2-approximéacid
* bizonyitds: ¥ 1épésben az A és B kozott haladé élek szdma né = < |E| 1épés
VeV idn(v) 2 ds(v) = % > vev dm(v) 2 %ZUEV ds(v)

* 25 ey dm(v) az A és B kdzott mend élek széma
* % vev dm(v) = % 2vev dm (V) +dp(v) > i Pvev dm(v) +ds(v) = %|E| > %|Ema><‘v
ahol Enax € F a maximalis paros részgraf éleinek halmaza [ |

* 16.13. algoritmus: 2-approximaciés algoritmus 2.
°©1.1épés A:==0, B:=10
° 2. 1épés G pontjait valamilyen sorrendben véve helyezziik el azoka a halmazokba, ahol
kevesebb szomszédjuk van
° 16.14. tétel: az igy meghatédrozott (A, B) valéban 2-approximéacié
* tovabbra is igaz az, hogy Yv € V : dp,(v) > ds(v) = lasd a 16.12. tételt [ |
° jobb kozelitéshez (ha szerencsénk van) még futtathatjuk a 16.11. algoritmust
— 16.15. probléma: minimalis leveli feszit6fa (MLF)
* InpUT: G = (V, E) 6sszefliggd graf
* OUTPUT: F minimélis szamui 1 foku cstcsot tartalmazé feszitéfa G-ben
* 16.16. tétel: MLF NP-nehéz
° bizonyitds: HAMUT < MLF
* a Hamilton-ut 2 levelii feszitéfa, ennél kevesebb levelil pedig nem létezhet |
° MLF-re nem létezik k-approximéciés algoritmus (nem bizonyitjuk)
— 16.17. probléma: maximalis belsé csticsu feszitéfa (MBF)
* InpUT: G = (V, E) 6sszefligg6 graf
* OUTPUT: F maximélis szdma nem 1 foki cstcsot tartalmazoé feszitéfa G-ben
* MBF ekvivalens MLF-fel, ezért szintén NP-nehéz, de mar k-approximéalhaté
* 16.18. algoritmus: 2-appriximéacios algorimus MBF-re
° ILST = Independent Leaves Spanning Tree
° 0. 1épés: legyen F' egy tetszbleges feszitéfa G-ben
° 1. 1épés: ha F Hamilton-ut, vagy a levelei fiiggetlen halmazt alkotnak =—- STOP
© 2. 1épés: legyen a és b F két levele, ahol {a,b} € E (szomszédosak G-ben)
* keressilk meg a P =a ~~ b (egyértelmil) utat F-ben
* F nem Hamilton-ut = P-nek van F-ben > 3. fokud csicsa = az egyik legyen v
3. 1épés: legyen w: {v,w} € B, F < F —{{v,w}}U{{a,b}}, GOTO 1.
* az igy kapott F' tovabbra is feszitofa, a levelek szama csokkent
16.19. tétel: a fenti algoritmus polinomialis, F' egy 2-approximéacié MBF-re
* nem bizonyitjuk
* 16.20. algoritmus: 2-appriximacios algorimus MBF-re mélységi kereséssel
° 1. 1épés: legyen F' a G mélységi feszitéfdja r € F-bol inditva
° 2. 1épés: ha F Hamilton-ut, vagy d(r) >1 = STOP
* ha d(r) =1, de r nem szomszédos F' maésik levelével = STOP
° 3. 1épés: legyen a olyan levele F-nek, mellyel r szomszédos
* keressiik meg a P =r ~~ a utat F-ben (egyértelmii)
* v az a-hoz legkdzelebbi > 3. foku csiics P-ben
* w a v-vel szomszédos csucs a v ~ a Gton P-ben (lehet, hogy w = a)
° 4. 1épés: F « F—{{v,w}}U{{r,a}}
° 16.21. tétel: a fenti algoritmus O(|E|) idejii, F' egy 2-approximécié MBF-re
* nem bizonyitjuk

o

o
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17. A minimaélis lefogd ponthalmaz probléma visszavezetése a halmazfedési feladatra, a halmazfe-
dési feladat kozelitése, éles példa. Kozelité algoritmus a Steiner-fa problémara, éles példa.

— 17.1. probléma: silyozott halmazfedés (SHF)
* INPUT: n elemfi U alaphalmaz, R C 2V : User S =U, ¢: R — QT koltségfiiggvény
* OutpuT: R’ C R, ahol Uger: S =U és > gers ¢(S) minimalis
* 17.2. tétel: a silyozott halmazfedés probléma NP-nehéz
° bizonyitds: megmutatjuk, hogy MLP < SHF
° keressitk a G = (V, E) graf minimalis lefogé ponthalmazat
cU=E R={E,={e:uecV,e={v,u} € E}:veV} c¢(E,) =1
° R/ minimélis fedés <= F C V min. lefog6 ponthalmaz, ahol R’ = {E, :v € R'} [ |
17.3. tétel: ha P # NP = 7 konstants k-faktort approximéacié SHF-re (nem bizonyitjuk)
17.4. algoritmus: Chvatal moh¢ algoritmusa
°© 0. 1épés: R':=0, C =0 a mér lefedett elemek halmaza
° 1.16pés: ha C =U = STOP, egyébként S = arg mingcp ‘g(_sg‘
°© 2. 1épés: R' + R'U{S}, C«+ CUS, GOTO 1.
17.5. tétel: Chavatal mohé algoritmusa Hy-approximécié, ahol k = maxger|S|
°lnn<H,=14+3+1+...+1<nn+1
° bizonyitds: az algoritmus polinomialis
° az x elem p(x) dra az 6t elsokét feds S € R’ halmazra juté | ;% koltség

S
() = Yoes—c 6o = Sues—cp(@) = o(R') = e o(S) = Laer p(2)
° legyen R* egy min. osszsulyu fedés, S = {x1,x9,...,2,} € R* (r <k)
* alt. megsz. tth. az algoritmus S elemeit x,,x,_1,...,x1 sorrendben fedte le
* amikor x;-t lefedtik, x,,x,_1,...,2;-1 € C = |§(_Sg| > e(5)

* Vai € 8-t fed Sirre 550 < X = 5, o p(wi) < Tppes 2 = HyelS)

* C(R/) = erU p(l’) < ZS*eR* inGS* p(sz) < ZS*eR* H\S*\C(S*) <
<Y geers Hpe(S*) = Hi Yo gecpx ¢(S*) = Hipe(R*) [ |
* dles példa: U:={1,2,...,n}, R={{1},{2},....{n}, U}, c({i}) = 1, ¢(U) == 1+4€ (¢ > 0)
° R'={{n},{n—1},...,{1}} ebben a sorrendben

* a j. halmaz bevétele utén {n—j} koltsége = U =2t = Lo < [/ koltsége = 2U) = Ltc
e—0

° R*={U}, c(R*) =1+¢, de o(R) = ¥py b = H, = 4% = & =0 [, = H),
— 17.6. probléma: Steiner-fa
* INpUT: G = (V, E) egyszerti, Osszefligg6 graf; S C V Steiner-pontok; "=V — .S terminélok;
c:=F — Q* koltségfliggvény
* OutpUT: F C G a T minden cstcsat tartalmazé Steiner-fa, ahol Y. c(e) miniméalis
* 17.7. tétel: a Steiner-fa probléma NP-nehéz (nem bizonyitjuk)
* 17.8. probléma: metrikus Steiner-fa
° INPUT: mint a Steiner-fa probléménal, de G teljes graf és c teljesiti a haromszog-
egyenlGtlenséget

° 17.9. algoritmus: 2-approximacié a metrikus Steiner-fa problémara
* legyen az X CV altal feszitett részgraf G-ben G[X]
* (pl. Kruskal algoritmuséval) keressitk G[T] min. feszit6fajat = ez a Steiner-fa
© 17.10. lemma: ha ¢ a G teljes graf metrikus élsilyozasa és R = x ~~ y élsorozat —>
() < (R)
* bizonyitas: teljes indukcioval R éleinek r szdma szerint
* ha r =1, az allitas trividlis

* legyen R = ((z,2), R') = az ind. feltevés szerint ¢(z,y) < ¢(R')
A-egyenlétlenség
* ¢(R)=c(z,z)+c(R') > c(x,z)+c(z,y) > c(z,y) [ |
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°© 17.11. tétel: F=G[T| min. feszitéfaja 2-approximécié a metrikus Steiner-fa problémara
* bizonyitds: az eljards polinomidlis, F' tényleg Steiner-fa
* legyen D az optimalis Steiner-fa
* D' := duplézzuk meg D éleit = D’-ben minden fokszam pdaros
* D" euleri = legyen D’ Euler-korsétéja U = (ug, f1,u1, fo,u2, .., fm,Um = ug)
* legyenek wi;, Wig, - .., Uiy G [T] csticsai az U szerinti sorrendben
* ekkor H = ((ui,, i, )s Uiy, Uig), - - -, (Wiypy» Uiy ) @ G[T'| Hamilon-kére (,,levigds”)
* H' = H — {tetsz6leges H-beli él} Hamilton-it = H' egy feszitéfa G[T]-ben

17.10. lemma F minimalis

* 2¢(D) = ¢(D') > c(H)>c¢(H') > ¢F) [ ]
* 17.12. algoritmus: 2-approximacié a Steiner-fa problémaéara
° legyen G’ := teljes graf V(G)-n, ¢ (z,y) = a legrévidebb x ~~ y 1t stlya G-ben
* ¢ metrikus, mert ¢ (x, 2) = cmin(z ~ 2) < cmin (T~ Yy~ 2) = (x,y)+ (y, 2)
° legyen F' az (G', S, T, ) metrikus Steiner-fa approximécidja
° legyen K = Ue:{x7y}eF/{a legrovidebb x ~~ y 1t élei}
° F” = egy min. feszitéfa K-ban lesz a Steiner-fa
* 17.13. tétel: F” 2-aproximéci6 a Steiner-fa problémaéra
° bizonyitds: az eljaras polinomidlis, és F” tényleg Steiner-fa, mert K lefedi T-t
° legyen D az optimélis (G', S, T, ') metrikus Steiner-fa, F* az optimélis Steiner-fa
° F* Steiner-fa G'-ben = /(D) < ¢/(F™)
° e={z,y} 1 hosszi z ~y 4t = Ve € E:(e) < c(e) = (F*) < ¢(F*)
° ¢(F")<c(K)<d(F')<2d(D) <2d(F*) <2c(F*) [ |
¢ éles példa: legyen G=(V, E) teljes graf, V.={1,2,...,n}, S={1}, c({i,j})= ;’ E: Z j;’l
° ez metrikus = nincs sziikség metrizdldsra, F" = F' = G[T feszit6faja

° ¢(F")=2(n—2), de az optimalis Steiner-fa F* = 1 kozéppontu csillag, ¢(F*) =n—1
o c¢(F") _ 2(n—2) n—oo
c(F*) — n-—1

2 = Vk < 2 approximacids faktorra 3 ellenpélda elég nagy n-nel

18. A Hamilton-kor probléma visszavezetése az dltalanos utazéiigynék probléma k-approximacios
megoldasara. Kozelito algoritmusok a metrikus utazotigynok problémara, Christofides algoritmusa.

— 18.1. probléma: altaldnos utazéiigynok probléma
* INnpUT: G = (V, E) gréaf, c: E— Q7T sulyfiiggvény
* OuTPUT: G egy H minimadlis silyd Hamilton-kore
+ 18.2. tétel: P # NP = az altalanos utazéiigynok problémara 3 k-approximécio
° bizonyitds: indir. tfh. létezik k-approximéacié — ekkor HAM < k-approx. utazéiigynok
° keressiink G = (V, E)-ben Hamilton-kort
* n=|V|, G":= teljes graf V-n, c(e) = {1’ haecE,
kn, hae¢FE
* G' mérete G méretében polinomidlis
* ha G hamiltoni = G’-ben van n stlyd Hamilton-kor
* minden mas Hamilton-kore G’-nek > kn+n—1 silya
° ha a k-approx. talal n stlyd kort = ez G Hamilton-kore
° egyébként a talalt kor > kn+n—1 siulya
*n < % = az optimalis kér nem lehet G Hamilton-kére, G nem hamiltoni B
— 18.3. probléma: metrikus utazéiigynok probléma
* INPUT: mint az altaldnos utazdiigynoknél, de G teljes graf és c teljesiti a A-egyenlétlenséget
* 18.4. tétel: a matrikus utazdiigynok probléma NP-nehéz (nem bizonyitjuk)
— 18.5. algoritmus: 2-approximéacié a metrikus utazétiigynék problémara
* legyen G min. feszitéfdja F, F' = kettdzziik meg F éleit, S = F’ Euler-kore
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° az Euler-kor pl. zart élsorozatok eltdvolitasaval F'-b6l és S-hez vételével polinom idében
meghatarozhato
* vagjuk le” S-t egy H Hamilton-korré = ez lesz az utazoiigynok Hamilton-kore
° Vv € V-nek csak az els6 el6fordulasat tartjuk meg
° az egymast kovetd v;;, v;;,, cstcsokhoz bevessziik a {v;;,v;,,, } élt
* 18.6. tétel: H valéban 2-approximéicié
° bizonyitds: az algoritmus polinomialis
° legyen H* az optimélis Hamilton-kor
* H¥ = H* egyik élének elhagydsdval kapott Hamilton-tit = H* feszitéfa

17.10. lemma F min. feszit6fa

* ¢(H) < c¢(F")=2¢(F) < 2¢(H*) < 2¢(H*) [ |
— 18.7. algoritmus: Christofides algoritmusa
* [ eldallitasandl feleslgesen sok élt adtuk F-hez
° elég csak a (paros sok) paratlan foku csics fokszamat 1-gyel megnovelni
* legyen V), az F-ben paratlan foku cstcsok halmaza
° |V,| paros, mert egy grafban a fokszdmok Osszege mindig péros
M = G[V,] egy minimalis koltségli teljes parositasa, F' < FW M
° ez Edmonds algoritmuséval polinom idében meghatarozhato

* az algoritmus tobbi része ugyanaz, mint a 2-approximécié
* 18.8. tétel: Christofides algoritmusa %—approximécié
° bizonyitds: elég belétni, hogy c(M) < $c(H*)

* = o(F') =c(F)+c(M) < c(H")+ e(H*) < 3c(H*)
legyen Y&: {a1,as,... a1} a csicsok H* menti sorrendje szerint
legyen H* = ((a1, a2), (a2, as3), ..., (azk, a1)) Hamilton-kér G[V}]-ben

* H* a; ~ a;4+1 szakaszat (a;, a;41)-re cseréltiik 2710 lemma, c(H*) < c(H*)
H* = PLUP;, ahol P H paratlan, P, H paros index(i éleibdl 4ll
P, 5 parositas G[Vp]-ben = ¢(M) < min{c(P1),c(Po)} < %c(f{\*) < 2c(H*) [ |

o

(o)

o

o

19. Teljesen polinomidlis approximaciés séma fogalma. A részosszeg probléma, bonyolultsiaga.
Teljesen polinomidlis approximacioés séma a részosszeg problémara.

— 19.1. definicié: approrimdcios séma az az algoritmust, aminek adott maximalizalasi (mini-
malizéldsi) probléméra a bemenete I és € > 0, kimenete z* € X; : ¢(x*) > %ﬁmaxxexl c(x)
(c(a*) < (14¢) minex, ()

— 19.2. definicid: egy approximéciés séma polinomidlis (PTAS), ha a 1épésszéma rogzitett € esetén
I méretében polinomidlis

— 19.3. definicié: egy approximécioés séma teljesen polinomidlis (FPTAS), ha a lépésszdma I
méretében és | 1]-ban is polinomiélis

¢ elég valamely rogzitett § > e-ra megadni a sémét
— 19.4. probléma: részosszeg
* INPUT: a1,a1,...,0n, t €ZT OurpuT: I C{1,2,...,n}:> ;cra; <t, Y ;cr a; maximalis
° dontési valtozat: elérheté-e Gsszegként pontosan t7
* 19.5. tétel: a részosszeg probléma dontési verziéja NP-teljes, optimalizalasi verziéja NP-
nehéz (nem bizonyitjuk)
— 19.6. algoritmus: nem polinomialis algoritmus a részosszeg problémara
* az L; lista (n6vekvd sorrendben) tartalmazza az a1, asg, . .. a;-b6l el6allithaté réssoszegeket
°© Lo:={0}, Li«+—L;—1 és L, ={l+a<t:leL;_;} osszefésiilése (egy elem akar tobbszor)
° jegyezzik fel minden [ részosszeghez, hogy mely szamok Osszegeként kaptuk
° az optimum az L, lista maximalis eleméhez tartozé feljegyzés
— 19.7. algoritmus: FPTAS a részosszeg problémara
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* a 19.6. algoritmus L; listait ,ritkitjuk”

* 19.8. definicid: adott 0 < < 1 esetén x > 0 képviseli 0 <y < z-et, ha (1+0)z >y

* modositds: az L; (1 <i<n—1) novekvé lista ritkitdsa = végigmegyiink L elemein
°chayeL-td= 2i képviseli a kozvetleniil alatta levé x eleme, akkor toroljik L-bdl

n
° a torolt elemeket figyelmen kiviil hagyjuk a képvéselok vizsgdlatanal

n
~ 19.9. lemma: <1+6> <1+
2n

€ n i n i n 1
* b itas: |1 — — <1 [ |
1zonyitas < +2n> 2 ( ) ( ) Z 22 —i-e;QZ <l+e

1=

- 19.10. lemma: ha x >0 = In )_1+
x

/
. ° = .
hax—0:>1n(1+w)—?_0 haz>0= |In(14+x)— 1_‘_1} R (1+:p)

* a kiilonbség kezdetben 0 és monoton né = a bal oldal > |
— 19.11. tétel: a 19.7. algoritmus FPTAS a részosszeg problémara

=z >0

S 19.9. lemma g
w2
(1+5) 1+e

* bizonyitds: el6lallithato6 (a;)"_,-bél az s részosszeg —> s’ € L,,: s’ >

° az L; ritkitdsa legfeljebb § =1+ - hibat hoz be

° az s = s* optimalis részosszeget vilasztva latszik, hogy ez egy approximaciés séma
* polinomialis futasi6 <= elég belatni, hogy V|L;| a bemenet méretében polinomialis

°minL; =0, maxL; =m<t, Ly ={l1 =0,l,l3,...,m}

i—2 i—2
° két szomszédos elem aranya > 1+ £ — azi. elem >l <1 + 6> > <1 +— >
2n 2n loeZ+ 2n

=2 Int 19.10. lemma Int 2
°(1+ ) <m<t— i< — +2 < 1 +2:(1+n)lnt+2
2n 1+ 4 M €
1+ 5
* Int épp ardnyos t bindris kddolasdnak hosszéaval (logs t)
* L; legnagyobb indexét (= L; hosszat) feliilr6l becsiiltiik n, % és Int polinomjaval W

20. Utemezési feladatok tipusai. Az 1|prec|Ciax és az 1||XC; feladat. Approximéciés algoritmusok
a P||Cnax feladatra: listds iitemezés tetszOleges sorrendben, éles példa tetszdleges szamu gép
esetére; listds titemezés LPT sorrendben (biz. nélkil), éles példa tetszileges szamu gép esetére.
Approximéciés algoritmus a P|prec|Cipax feladatra (biz. nélkiil), példak: az LPT sorrend, illetve
a leghosszabb 1t szerinti {itemezés sem jobb, mint (2— L)-approximacié. A P|prec,p; = 1|Ciax
feladat, Hu algoritmusa (biz. nélkil).

— litemezési feladatok bemenetei
 J={N,J2,...,Jn} munkdk
* minden munkahoz p; = megmunkaldsi id6
* esetleg w; = suly (célfiiggvényhez), d; = hatéridé, r; = rendelkezés redllasi id6 (release time,
el6bb nem lehet kezdeni)
* tobb gép esetén a gépek teljesen egyformék (parallel machines)
— ltemezési feladat kimenete: munkdk egy iitemezése (valamilyen célfiiggvény szerint optimélisan)
* ahol adott idében egy gépen < 1 munka, egy munka <1 gépen
* munka nem szakithaté meg
. CZ-S = a J; munka befejezési ideje az S iitemezésben
— ltemezési algoritmusok elnevezése: oSy
* « = rendelkezése all6 gépek (1, P = t6bb gép, P, = rogzitett m db gép)
* B = betartand6 korldtok
° prec =a D = (7, /_1') irdnyitott aciklikus graf (DAG) adja meg a munkak fiiggdségeit
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* (J;, Jy) € A = J; meg kell elézze Jy-t
* in-tree = a D dependencia graf egy feny6 (gyokér felé irdnyitott fa)
° pj =1 =V atfutdsi id6 1 rj = eltérd rendelkezésre alldsi id6k
© v = célfiiggvény (Cmax = max C; teljes atfutési id6, XC; — Y, % atlagos atfutasi ido)
— 20.1. probléma: 1||Cpax
* trividlis, tetszéleges folyamatos iitemezésre Cpax = Y _; pi optimalis
— 20.2. probléma: 1|prec|Ciax
* olyan folyamatos litemezést kerestink, ami kielégiti a megel6zési feltételeket
* ez épp D barmely topologikus sorrendje = mélységi kereséssel meghatarozhato
— 20.3. probléma: 1||XC;
* SPT (shortest processing time): a munkak p; szerint nemcsokkend sorrendben
* 20.4. tétel: az SPT sorrend optimalis iitemezés a 1||X.C; probléméra
° bizonyitds: indir. tfh. 3 S optimalis, de nem SPT {itemezés
° ekkor 3J;, J € J : J; utan kozvetlentl Ji van ilitemezve, de p; > py
o cseréljuk fel J;i-t és Jp-t = S’
* 3105 =2 O = [(t+pi) + (t+pi+pi)] = [(E+prk) + (E+pr+pi)] =pi —pe > 0
* S nem lehet optimalis, mert S’-nél nagyobb a hozza tartozé célfiiggvény érték M
— 20.5. probléma: P||Cpax
* 20.6. tétel: a Py||Cpax feladat NP-nehéz
° bizonyitds: adunk egy PARTICIO < P||Cpax Karp-redukeiét
o PARTICIO: két részre lehet-e osztani az a1, as, . . . , an € ZT szémokat Ggy, hogy mindkét
részben az elemek Osszege b = %Z?:l a;, NP-teljes
° legyen a J; munka végrehatjasi ideje p; = a; = titemezziik J-t 2 gépen

* az optimdlis litemezésre C,,, <b <= (a;)}_; particiondlhat6 [ |
* kézenfekvo alsé korlatok: (x) CF.. > % n_1Dj, (¥%) Ck . > max; pj

* 20.7. algoritmus: listas titemezés (LS)
° 1. lépés: rogzitsitk a munkak egy sorrendjét
° 2. 1épés: amit egy gép felszabadul, az rogton kezdje meg a listaban legelsé még nem
litemezett feladatot
* ha t6bb gép szabadul fel, akkor az indexiik szerinti sorrendben vizsgaljuk 6ket
° nincs olyan pillanat, hogy van még munka a listdban, de valamelyik gép nem dolgozik
* 20.8. tétel: m gép esetén LS 2— %—approximécié P||Cpax-ra
° bizonyitds: a listds iitemezés polinomidoben eldallithatd
° legyen Jj, az utols6 munka, Cpax = Cy =t+p, = legalabb ¢ ideig még V gép dolgozik
n ), (kk
° Cmax =t+pp < e ij-Fpk = inij (1—1>pk( )é )C’*max+ <1—1>C*max [ ]
m m m m
* éles példa: m gép, m(m—1) db munkéra p; =1, 1 munkara p; = m ebben a sorrendben
° LS titemezés: a gépek eldszor egyenként (m—1)-1 egység munkat végeznek, majd az
1. gép az m hosszit = Cjqr =2m—1
° OPT iitemezés: az 1. gép az m hosszti munkat, a tobbi egyenként m-1-et = C} . =m
* LPT (longest processing time) sorrend: munkak p; szerint nemnovekvé sorrendben
* 20.9. tétel: az LPT sorrend szerinti LS % approximdcios alg. P||Cpax-ra (nem bizonyitjuk)
* éles példa: m gép; 2 db p; =2m —1 munka, 2 db 2m—2, ..., 2 db m+1, 3 db m munka
° LPT iitemezés: V gép végrehajt egy Osszesen 3m — 1 hosszi part (2m—1—u, m+u),
majd az 1. gép az utols6 m hosszt feladatot = Clpax =4m —1
° OPT iitemezés: az els6 m—1 gép végrehajt egy Osszesen 3m hosszi part (2m—1—u,
m+14u), az m. gép a 3 m hosszit = C} . = 3m, gg:i mzee, 3
— 20.10. probléma: P|prec|Cpax
* 20.11. algoritmus: LS iitemezés megel6zési kényszerekkel
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° moédositds: nem az Osszes, hanem csak a mar elkezdheté6 munkak koziil valasztunk a
szabad gépnek feladatot
* 20.12. tétel: m gép esetén LS 2— L-approximdcié P|prec|Crax-ra (nem bizonyitjuk)
* éles példa: m(m—1) db p;=1,1db pi:%, 1db pi:m—%, amit az %—es utan kell végrehajtani
° LS / LPT sorrend: m gépen egyenként m—1 db 1-es, majd az 1. gépen az % és az m—%
egymés utan = Cipax =2m—1
° OPT sorrend: 1. gépen az % és az m— %, a tobbin egyenként m db l-es = C} . =
° az LPT sorrend nem javitja az iitemezést
* 20.13. definicié: a J; munka ¢; szintje a D-beli leghosszabb, J;-bol induld Ut hossza
° C;";lax
° ¢; meghatarozhat6 polinom idében J; forditott topologikus sorrendjében
* leghosszabb 1t szerinti sorrend: munkdk ¢; szerint nemnévekvd sorrendben
* éles példa: 1 db p; =€ ,forras”; m db p; =1, csak € utan kezdhetd; 1 db p; =m—1 ,nyeld”,
csak az Osszes 1 utan kezdheté; m—1 db p; = m—1 izoldlt pont
° leghosszabb 1t sorrend: 1. gépen ¢, majd m—1 db 1-es; 2. gépen m—1, 1, m—1; tébbi
gépen csak m—1 = Chpax =2m—1
° OPT sorrend: 1. gépen €, 1, m—1, tébbi gépen: 1, m—1 = C}

max
o Cmax _ 2m—1 €0 9_

> max; {; = Otlet: litemezziik korabban a nagyobb szinti feladatokat

=m-+te

= —> a leghosszabb Ut szerinti sorrend sem segit

m-e

- 20.14. prC(;l‘)blema Plprec, p; = 1|C’max (P|prec|Cmax specidlis esete)
* 20.15. tétel: P|prec, p; = 1|Cpax NP-nehéz, ha m része a bemenetnek (nem bizonyitjuk)
* rogzitett m esetén a feladat bonyolultsiga nem ismert
— 20.16. probléma: P|in-tree, p; = 1|Chax (P|prec, p;|Cmax speciélis esete)
* a feladatok egy gyokere felé irdanyitott fat alkotnak = a gyokér minden més feladattdl fiigg
* 20.17. algoritmus: Hu algoritmus
° LS a leghosszabb (= legtobb csticsb6 allé) 1t szerinti sorrendben
° 20.18. tétel: Hu algoritmusa optimélis megoldast ad P|in-tree, p; = 1|Cpax-ra
* nem bizonyitjuk

Megbizhat6 halézatok tervezése

21. Globalis és lokalis élosszefiiggoség és élosszefliggbségi szam fogalma, Menger iranyitatlan
grafokra és élosszefiiggdségre vonatkozé két tétele (biz. nélkiil). A(G) meghatarozasa folyamok
segitségével négyzetes és linearis szamu folyamkereséssel.

— 21.1. definicié: a G = (V, E) graf k-szorosan élosszefiiggd (pontiosszefiiggd), ha legaldbb k élt
(pontot) tartalmaz és barmely k—1 él (pont) eltavolitdsa utén is Osszefliggd marad
— 21.2. definicié: a G = (V, E) grafban u,v € V A(u,v) (k(u,v)) lokdlis élosszefiiggéségi (pont-
dsszefiiggdségi) szama az éldiszjunkt (belsbleg pontdiszkjunk) u ~~ v utak maximaélis szdma
— 21.3. definicié: a G = (V, E) graf A\(G) (k(Q)) élosszefiiggdségi (pontisszefiiggbségi) szama
az k, melyre G k-szorosan élosszefiiggd (pontosszefiiggd), de nem k + 1-szeresen élosszefliggd
(pontosszefiiggd)
— 21.4. tétel: a G grafthoz készitsiik el a (G', 1) halézatot, ahol V élt oda-vissza irdnyituk, és V él
kapacitdsa egységnyi = ekkor A(u,v) = az u forrasd, v nyeléjii folyam maximalis értéke
* nem bizonyitjuk
- 21.5. tétel: (Menger tétele) a G irdnyitatlan grafban A(u,v) = az Osszes uv-utat lefogd élek
minimélis ' (u, v) szdméval (nem bizonyitjuk)
— 21.6. tétel: \(G) = min{\(u,v) :u,v € V,e# v}
* bizonyitds: (>) ha A u,v) darab él lefogja az Osszes u ~» v utat = toroljik 6ket G-bél
° ekkor u és v kiilonb6z6 6f. komponensbe keriil = Vu,v € V : A(u,v) > A(G)
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* (<) tth. A(GQ) darab él eltavolitdsa utdan G két komponensre esik
° legyen u és v € V kiilonb6z6 komponensben
° az eltavolitott élek lefogtak az Gsszes u ~» v utat = Ju,v € E: A(u,v) < A(G)
— 21.7. algoritmus: \(G) meghatérozasa O(n?) folyamkereséssel O(n®) idében
* Vs,t € V pérra futtatunk egy folyamkeresést a 21.4. tétel szerint = (¢, t)
* AG) az igy kapott A(u,v) értékek minimuma
— 21.8. tétel: Va € V : \(G) = min{\(a,v) :v € V—{a}}
* bizonyitas: ha k = \(G) élet elhagyva a graf két komponensre esik szét
° a ekkor benne van valamelyik komponensben
° legyen v egy tetszileges cstcs a mésik komponensben = A(a,v) <k
° de k—1 él eltavolitdsaval még nem esik szét — k—1 < A(G) < A(a,v) [ |
— 21.9. algoritmus: A\(G) meghatérozasa n— 1 folyamkereséssel O(n?) idében
* a 21.8. tétel szerint elég valasztani egy a € V' csticsot
* n—1 folyamkereséssel meg lehet hatdrozni Vv € V —{a} : A(a, v) értékét

22. \(G) meghatarozasa Osszehtzasok segitségével,
Mader tétele, Nagamochi és Ibaraki algoritmusa.

— 22.1. definicié: a G=(V, E) grafban az u,v €V dsszehizdsdval kapott Gy = Vi, Euy) grafban
¢ Vi =V —{u,v}U{uv}
* Bw={{zyteE:zy ¢ {u,v}}U{{uw,y}  {u,y} € EA{v,y} € Ejz,y ¢ {u,v}}
* az u és v csucsokat azonositjuk egymassal, majd toroljiik a hurokéleket
* de a parhuzamos éleket meghagyjuk!
- 22.2. lemma: Yu,v € V, u# v = ANG) = min{\(u,v), A\(Guw)}
* bizonyitas: tth. ha G,,-bol elhagyunk k élet, két komponensre esik
° ezeket G-b6l elhagyva az is két komponensre esik = A(G) < AM(Guyp)
* AMG) =min{A(u,v) :u,v € Viu#v} < A(u,v)
* a két fenti egyenlétlenség koziil az egyik egyenlOség
° hagyjunk el A(G) élt G-bél gy, hogy két komponensre essen
° ha wu és v azonos komponensben van
* ezek az élek G,-bol is elhagyhatéak = A\(G) > A(Gyy)
° ha u és v eltér6 komponensben vannak

* az elhagyott élek fedik az u ~~ v utakat = A(G) > A(u,v) [ |

— 22.3. tétel: (Mader tétele) Ju,v € V : A(u,v) =d(v)
* bizonyitds: lasd a 22.5. lemmat |
— 22.4. definicié: G = (V, E) pontjainak egy (vi,ve,...,v,) sorrendje max-vissza sorrend, ha

V2 <i<j<n:d(vi,Vie1) >d(vj, Vi—1), ahol Vi1 = {vi,va,...,v;i—1}
* d(A, B) = az A és B csicshalmazok kozott huzdédo élek szama
- 22.5. lemma: ha u=v,_1 és v =0, egy max-vissza sorrendben = \(u,v) = d(v)
* bizonyitds:? d(v) = d(v, V1) < Mu,v), mert V,,_1 =V —{v}
* > irdny = indir. tth. 3 G = (V, E), amire az &llitds nem igaz, és n = |V| > 3 minimAalis
* a minimalis ellenpélddban {v,_1,v,} ¢ E
° ha {vp_1,v,} ¢ E = ennek az élnek a torlésével még kisebb ellenpéldét kapunk
° a torléskor A(u,v) és d(v) is 1-gyel csokken

az all. igaz
G —{vp}-re

max-

d(vn— 1 Vn—2) Vigza

G- {Un}| <n=— )\<'Un—17 Un—2) > )\Gf{vn}(vn—la Un—2)
= d(vp, Vi—2) = d(vy)

2Adrés Frank (1994). On the Edge-Connectivity Algorithm of Nagamochi and Ibaraki. In: EGRES Quick-Proof
No. 2009-01.
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* hasonléan |G —{vn_1}| <1 = AM(vn, Vn—2) > Ag—{v,_1}(Vns Vn—2) = d(Vn, Vi—2) = d(vn)
* A(vn, Up—1) = min{ A vy, vp—2), N(Up—1,Vn—2)} > d(vy,)
° a vy ~ v,—1 utak lefogasidhoz legaldbb a v, ~> v,_o ~» v,_1 utakat le kell fogni
° azt kaptuk, hogy G nem lehet ellenpélda = ellentmondas |
— 22.6. algoritmus: Nagamochi és Ibaraki algoritmusa
* InpuT: G = (V, E) irdnyitatlan graf OutpuT: A(G)
* 0. 1épés: \:=o00, n:=|V|
* 1. 1épés: han=1 = STOP, A\(G) =\
2. 1épés: készitsiik el G pontjainak egy (vy,va, ..., v,) max-vissza sorrendjét
° legyen u =vp_1,v =1y
* 3. 1épés: A <—min{\,d(v)}, G < Gy, n<n—1, GOTO 1.

23. Minimalis méretli 2-élosszefiiggd részgrafok keresése.
A probléma NP-nehézsége, Khuller — Vishkin algoritmus (biz. nélkiil).

— 23.1. probléma: minimalis méreti 2-élosszefiiggl részgraf
* InpUT: G = (V, E) 2-élosszefliggd irdnyitatlan graf
* OuTpPUT: E' C E 2-élosszeftiggd, G-t feszit élhalmaz, |E’| minimalis
— 23.2. tétel: a minimalis méretii 2-él6sszefliggd részgraf probléma NP-nehéz
* bizonyitds: |[E'| = |V| <= E’ egy Hamilton-kor [ |
— 23.3. algoritmus: Khuller — Vishkin algoritmus
* kezdetben E' =10
* futtasunk mélységi kereséset (DFS) a G grafon = T mélységi van
° jelolje T' v gyokert részfajat T'(v)
° amikor T-t felépitjiik = az éleit tegyiik be E’-be is
° amikor az uv él mentén visszaléplink <= T'(v)-t méar teljesen bejartuk
* vizsgaljuk meg, hogy uv elvdgd él-e az E' altal feszitett részgrafban
* ha elvigd = az {e={a,b} € E:a €T (v),b¢T(v),e¢ T} élek koziil a min. mélységi
szamu b-hez tartozot adjuk hozzd E’'-hoz
* ezutdn G[E'] mar 2-é10sszefiiggd lesz
— 23.4. tétel: a Khuller - Vishkin algoritmus %—approximécié a miniméalis méreti 2-él6sszefiiggd
részgraf problémaéra
* bizonyitds vdzlat: belathatd, hogy |E' — E(T)| < |ET*, ahol E* az optimalis élhalmaz
* innen |E'| = |E'— E(T)|+|BE(T)| < Bl 41| -1 < 3|E¥|

Hal6zatelméleti alkalmazasok

24. Kirchhoff tételei a klasszikus villamos hal6zatok analizisére.

25. Kirchhoff eredményeinek altalanositdsa transzformétorokat vagy girdtorokat is tartalmazoé
hélozatokra (biz. nélkiil). Algoritmusok a feltételek ellenérzésére.

26. Kirchhoff eredményeinek altalanositasa: sziikséges feltétel tetszéleges linearis sok-kapukat is
tartalmazo halozatok egyértelmii megoldhatosagara. Villamos halézatok dudlisa.

Statikai alkalmazasok
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27. Ruadszerkezetek, merevségi matrix, merevség, egyszeri racsos tartok,
Cremona—Maxwell diagramok.

28. Minimélis merev ridszerkezetek altaldnos helyzetben, Laman tétele (biz. nélkil), Lovész és
Yemini tétele.

29. Sikbeli négyzetracsok és egyszintes épiiletek atlés merevitése.



	Lineáris programozás
	1. tétel
	2. tétel
	3. tétel
	4. tétel
	5. tétel
	6. tétel
	7. tétel

	Matroidok
	8. tétel
	9. tétel
	10. tétel
	11. tétel
	12. tétel
	13. tétel
	14. tétel

	Közelítő és ütemezési algoritmusok
	15. tétel
	16. tétel
	17. tétel
	18. tétel
	19. tétel
	20. tétel

	Megbízható hálózatok tervezése
	21. tétel
	22. tétel
	23. tétel

	Hálózatelméleti alkalmazások
	24. tétel
	25. tétel
	26. tétel

	Statikai alkalmazások
	27. tétel
	28. tétel
	29. tétel


